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Critério de Nyquist Multivariavel - 1

Seja um sistema MIMO de modo que a matriz de funcdes de
transferéncia em malha aberta é L(s) = G(s)K(S). Suponha ainda
que L(s) possui uma representacdo em espaco de estados:

L(S) = Col(SI — Aol)_lBol + Dol

deste modo, os polos de malha aberta sdo as raizes do polinémio
caracteristico ¢o1(s) = det(sl — Ao) 1. O sistema em malha
fechada e dado pela realimentac3o do erro na entrada de L, ou
seja, tem-se que:

{ x = Agx+ Bo(r—y)
y = C01X+Dol(r_}/)

de modo que se isolarmos y, teremos (I — Dy))y = Coix + Dgyr, de
modo que o sistema em malha fechada fica com a seguinte
realizacdo em espaco de estados:



Critério de Nyquist Multivaridvel - 2

X = [Aol = Boi(l = Do) Coa] x + Bi[l = (1 = Do1) ™ Do r

Ac B

de modo que o polinémio caracteristico em malha fechada é
be(s) = det(sl — Aq)~!

Lema (Férmula de Schur)

Dada uma matriz particionada F, tem-se que:

det[ Fi1 Fi2

_ _ -1 _
A\ :| = det Fq3 det(F22 F>1 F11 F12)

det F22 det(F11 — F12F2_21 F21) (1)



Critério de Nyquist Multivariavel - 3

Deste modo, podemos escrever:

det[/ + L(s)] = det[/ + Coi(sl — Ao1) Bo1 + D] =
det[(l + Dol) + Col(Sl — Aol)_lBol] =
det(l + Dol) -1
————~det[s] — A Bo(I + D Gl =
det(sl — Aol) € [5 ol + ol( + 01) ol]
det(sl — Aq)

det(!+ Dot) g1 = Ay
6]

(2)



Critério de Nyquist Multivariavel - 4

As seguintes modificacBes devem ser feitas: 1) o percurso de
Nyquist se mantém igual ao do caso SISO; 2) deve-se tracar o
correspondente grafico polar de Nyquist para a fun¢do

det(/ + L(s)); 3) N & o namero de voltas em torno da origem [?].
O critério de estabilidade de Nyquist MIMO fica entdo enunciado
como:

Teorema

Se P é o nimero de polos de malha aberta de L(s) no semiplano
direito, o sistema em malha fechada é estavel se e somente se o
grafico de Nyquist de det(l + L(jw)):

Da P voltas em torno da origem no sentido anti-horario

N&o passa pela origem (ou seja, ndo tem polos de malha
fechada no eixo imaginario)



Critério de Nyquist Multivariavel - 5

exemplos Para o sistema do exemplo anterior, considerando que o
controlador é da forma K(s) = kl, tem-se os graficos de Nyquist
para valores de k até 0.25. Neste dltimo caso, vé-se que o grafico
polar esta quase envolvendo a origem, o que indica o limiar de
estabilidade. Esta situacdo corresponde aos valores altos de ||S]|co-



Critério de Nyquist Multivariavel - 6

25

Figura: Diagrama de Nyquist para Varios Valores
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Teorema do Pequeno Ganho - 1

O teorema do pequeno ganho é um resultado que vale para
sistemas MIMO que é uma condi¢do suficiente (mas ndo
necessaria) para estabilidade em malha fechada. Em geral, é dito
como sendo um resultado conservador, no sentido que acaba
limitando demasiadamente o desempenho de um sistema quando
aplicado para se garantir robustez de estabilidade.

Definicdo (Raio Espectral)

Define-se o raio espectral da funcdo de transferéncia em malha
aberta L(jw) como sendo:

p(L(jw)) = max | Ai(L(jw))]

ou seja, trata-se do maximo autovalor para cada frequéncia.



Teorema do Pequeno Ganho - 2

Deste modo, pode-se enunciar o chamado:

Teorema (Teorema do Raio Espectral)

Se L(jw) é estavel, o sistema em malha fechada é estavel se:

p(L(jw)) < 1, para qualquer w



Teorema do Pequeno Ganho - 3

Demonstrac3o.

De fato, se L(s) é estavel, entdo P = 0, de modo que para ser ter instabilidade,
é necessario que det(/ 4+ L(jw)) envolva uma ou mais vezes a origem. Se isto
acontece, entdo vai existir um 1 > e > 0 tal que para alguma frequéncia @,
teremos que det(/ + eL(jw)) = 0. Isto ocorre porque ao fazer esta
multiplicacdo é o mesmo que atenuar o funcio de transferéncia e malha aberta
de modo que ela cruze a origem em algum ponto. Como o determinante ¢ igual
ao produto dos autovalores, entdo tem-se que:

det(/ 4 eL(j)) = MiAi(/ + eL(j©)) =0

Sendo assim, para algum i, o correspondente autovalor deve ser nulo. Como
Al + @A) =1+ a\(A), entdo tem-se que para algum i, tem-se que

1+ eXi(L(j@w)) =0, o que sé é possivel se |\;(L(j®))| > 1. Como o raio
espectral € o maximo autovalor para cada frequéncia, ent3o, o Gnico jeito de
n3o se ter instabilidade é se o raio espectral for menor que um, o que é o
resultado. |
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Teorema do Pequeno Ganho - 4

Para o caso SISO, tem-se que o raio espectral & simplesmente o
médulo |L(jw)|, de modo que uma condicdo suficiente para se ter
estabilidade para um sistema SISO é |L(jw)| < 1. Isto é equivalente
a dizer que o grafico de Nyquist da funcdo de transferéncia em
malha aberta nunca sai do circulo unitério. Se est critério fosse
usado para encontrar um controlador K(s), isto resultaria em um
sistema muito restritivo, pois ndo permitiria, por exemplo, altos
valores em baixas frequéncias, que sdo importantes para se ter erro
estacionario pequeno.
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Teorema do Pequeno Ganho - 5

Teorema (Teorema do Pequeno Ganho)

Se L(jw) é estavel, o sistema em malha fechada é estével se:
ILGw)|l < 1, para qualquer w

onde esta normal de matriz pode ser qualquer norma desde que
satisfaca ||A.B| < ||Al|||B]|-

O interessante do teorema do pequeno ganho é que ele vale para
uma classe mais ampla de sistemas ndo-lineares, onde n3o se pode
aplicar o critério de Nyquist.



Estabilidade Interna MIMO - 1

A estabilidade interna de um sistema MIMQO em malha fechada é
equivalente a dizer que qualquer representacdo em espaco de
estados deste sistema tem a origem (que é um ponto de equilibrio)
assintoticamente estavel. Entretanto, o grafico de Nyquist MIMO
depende somente dos pélos de L(s). Os polos que se cancelam com
zeros, correspondentes a modos ndo-controlaveis e/ou
ndo-observaveis ndo aparecem em L(s), logo o grafico de Nyquist
independe deles.

N3o estd garantida a estabilidade em MF se houver algum
cancelamento de p6lo com zero no semiplano direito e interno a
G(s), a K(s) ou entre G(s) e K(s). Diz-se que um sistema em MF
é internamente estavel se para uma repreentacido em espaco de
estados do sistema, a origem do espaco de estados é
assintoticamente estavel para quaisquer sinais d, e d, e r

13



Estabilidade Interna MIMO - 2

-

Dy(s)

Du(S)
K(s) %é—v G(s)

|

l Y(s)
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Estabilidade Interna MIMO - 3

Para que o sistema seja internamente estavel, é necessario que:
N3o haja polos internos nem a K nem a G que sejam ocultos
e instaveis
Ndo haja cancelmento de pélos de K com zeros de G no
semiplano direito (e vice-versa)

para L = GK, o critério de Nyquist resulte em Z = 0.

Teorema

Suponha que G e K n3o tenham polos ocultos e instaveis. Ent3o, o
sistema realimentado é internamente instavel se e s6 se as funcées
de transferéncia em malha fechada:

GK(1+GK)™, G(1+KG)™, K(1+GK)'G, —KG(1+KG)™

forem todas estaveis



Estabilidade Interna MIMO - 4

Dado um sistema em malha fechada com realimentacido negativa onde Gy é o
ramo direto e G, é o ramo de realimentacdo, entdo vale a seguinte identidade:

Gl + GG) ' =+ GG)L6

Demonstracdo.
Se multiplicarmos Gi(/ + G2G1)™" = (I + G1G>) " Gy a esquerda por
(I + G1Gy) e a direita por (I + G2Gy), teremos que:
(I = G1G2)G1(/ p o G2G1)71 = Gy — (/ = G1G2)G1 = G1(/ = G2G1)
— G1+ GGGy = G1 + G1G2Gy (3)

Deste modo, como GK esta no ramo direto, ent3o
GK(1+4+ GK)™' = (14 GK) 'GK



Familia de Controladores Estabilizantes MIMO - 1

Para o caso de sistemas MIMO, infelizmente a situacdo é mais
complicada para se obter a familia de controladores estabilizantes,
pois é necessario encontrar fatoragdes coprimas da planta G(s), ou
seja, encontrar matrizes de funcdes de transferéncia M(s) e N(s)
pertencentes ao espaco H € tal que G(s) = N(s)M~1(s) e os
controladores s3o encontrados através da solucdo da equacdo
diofantina:

U(s)N(s) + V(s)M(s) =1
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Familia de Controladores Estabilizantes MIMO - 2

O controlador dado por K(s) = U(s)V~!(s) & um controlador
estabilizante. O conjunto de todos os controladores estabilizantes
para G(s) sdo entdo dados por:

Kq(s) = [U(s) + M(s)Q(s)I[V(s) + N(s)Q(s)]

onde Q(s) é qualquer matriz de funcBes de transféncia em H.
Existe uma parametrizacdo também para a fatoracdo coprima
G(s) = M~N similar a anterior. Neste caso, ha formulas diretas
par solucdo das equacdes diofantinas.
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Problema Geral: Planta Estendida - 1

Antes de entrarmos nos diversos tipos de situacdes que vamos
querer resolver com a técnica de Controle H,, devemos introduzir
o chamado problema padrdo, que é a forma que os algoritmos de
projeto (em particular, o Robust Control Toolbox do MATLAB)
requerem que o problema esteja de forma o poder operar. Esta
forma padrdo é apresentada na Fig. 7?, que é composta por trés
matrizes de funcdes de transferéncia:

10



Problema Geral: Planta Estendida - 2

m P(s): & a chamada planta estendida, que deve conter a planta combinada
com matrizes de fun¢des peso, cujo papel sera esclarecido mais adiante;

m K(s): o controlador, que é o objeto de estudo e projeto, que deve ter
pardmetros invarintes no tempo

m A(s): a matrizes de funcdes de transferéncia de incertezas, conhecida
como matriz das perturbagdes, e tal que ||A|lec < 1.

A(s)

W—> P(S) —>»Z

K(s)
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Problema Geral: Planta Estendida - 3

Os sinais apresentados neste diagrama de blocos sdo denominados:
m w: vetor dos sinais externos, que contem, dentre outros, sinais
de referéncia, distarbio e ruido;

m z: vetor os sinais conhecidos como saidas de desempenho, que
ndo necessariamente contem as saidas tradicionais (medidas
por sensores), mas podem contem qualquer sinal que se use
para fins de projeto e analise de desempenho;

m v: vetor de entrada do controlador, que normalmente é o vetor
de erros;

m u: vetor de sinais de controle fornecido pelo controlador a
planta de modo a efetuar o controle em tempo real;

m q: é o vetor de sinais virtuais que sdo usados pela matriz de
perturbacBes para criar as incertezas;

m p: é o vetor de sinais virtuais através dos quais a matriz de
perturbacBes causa incertezas na planta.
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Problema Geral: Planta Estendida - 4

E importante esclarecer que estes dois altimos sinais ndo existem
fisicamente, mas somente durante o periodo de projeto do sistema,
para efeito de representar as incertezas do sistema.

O bloco A(s) nunca entra na fase de projeto do controlador K(s).
Deste modo, a matriz de funcdes de transferéncia da planta
estendida pode ser particionada em:

z| | Pu P w
v ) P21 P22 u

e uma representacdo em espaco de estados tem a seguinte forma:
x = Ax+ 51W + B2U

z = x4+ Dyyw + Diru
v C2X + Doyw + Dysu
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Problema Geral: Planta Estendida - 5

Este pode ainda ser representada em um forma mais compacta, que
é:

AlB B
P(s)=| G | D D12 (4)
G | Dy1 Dy
w z
— —Z
J P(s)
u K(S)‘V

23



Problema Geral: Planta Estendida - 6

de modo que a matriz de funcdes de transferéncia em malha
fechada que relaciona w e z é dada pela férmula:

z = [P11 4 PiaK(l — PysK) 7 Por]w, (5)

-FI(PvK)

onde F; é conhecida como transformaco linear fracionéria inferior
das matrizes P e K. Em seguida, busca-se encontrar o controlador
K(s) que estabiliza internamente o sistema em malha fechada com
a planta estendida P(s) e tal que satisfaz o problema de otimizac3o:

__min [F1(P, K)lloc- (6)
K(s) inter. estab.
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Problema Geral: Planta Estendida - 7

Se for encontrada a solug¢do para este problema de otimiza¢3o,
teremos um controlador internamente estabilizante tal que o
méaximo ganho de energia entre os sinais de entrada (disturbios e
referéncias) e o erro filtrado é minimizado. As especificacdes estdo
incluidas em W, e as incertezas na planta em W, de modo que se
espera robustez.

25



Problema de Regulacdo - 1

Para o caso de um problema de regulacdo, onde a referéncia é nula
e o controlador deve somente levar o sistema ao equilibrio,
atendendo certas especificacées, mesmo na presenca de distirbios,
temos a planta estendida apresentada na Fig. 2. Como

v=—y =—w — Gu, tem-se que a planta estendida é dada pela
equacio abaixo:

7 Wow + W, Gu
z | = Wyu =
v —w — Gu

26



Problema de Regulacdo - 2

“Wpljo) [P Z1
7 W:d
J:;Wu[jm]"
r=0 y
L>Gijo) >

Figura: Planta estendida para problema de regulacio
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Problema de Regulacdo - 3

Deste modo, temos que:

Fi(P,K) = [ Vg" ] - [ %‘Z ] K(I + GK)™ =
[ Wp(‘iv U—Kgxs) ] _ [ MV/VPKSS ] @)

Deste modo, se minimizarmos a norma
I1F1(P; K)loo

ou como ja fizemos, buscarmos uma solugdo sub-6tima) estaremos
resolvendo o problema de sensibilidade mista S/KS.
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Problema de Rastreamento - 1

Para o caso de um problema de rastreamento, onde o distiarbio &
nulo, atendendo certas especificacdes, temos a planta estendida
apresentada na Fig. 3. Como v=r—y =r — Gu, tem-se que a
planta estendida é dada pela equacdo abaixo:

Z]. Wpr - WPGU
z | = W,u =S
v r— Gu

20



Problema de Rastreamento - 2

Wpljo) > 21
7 d:0
Wafjo) (=9
W=r L ~ Y
>(Glio) T

Figura: Planta estendida para problema de rastreamento
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Problema de Rastreamento - 3

Deste modo, temos que:

Fi(P,K) = [ Vgp ] + [ _%G } K(I + GK)™*

[ ]

0 que mostra que a minimizag¢do a ser feita € igual tanto para o
problema de regulacdo quanto para o problema de rastreamento.

1



Problema S/T/KS MIMO - 1

Se acrecentarmos uma saida de desempenho z3 = Wy, onde
y = Gu, teremos o diagrama de blocos apresentaaado na Fig. 4.

z Wyr — W,Gu

2 | Wyu -~ r

zz | WGu [ u ]
v r— Gu

9



Problema S/T/KS MIMO - 2

Wpl(jo)

- Z1

e Wu(jo)Hp Wi(jo)
r=0 L T
Gljo)

Figura: Planta estendida para problema de rastreamento
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Problema S/T/KS MIMO - 3

Deste modo, temos que:

W, ~W,G
F(P,K)=1| 0 |+ W, | K(I+GK)™
0 WG
W, (I — GKS) W,S
= W,KS = | W,KS | (9)
WGKS wT

U



Problema S/T/KS MIMO - 4

Ja sabemos que o problema de otimizacdo em Eq. (6) é em geral
impossivel de se resolver. O que se faz, entretanto, é buscar um
controlador sub-6timo. O que se faz entdo é buscar um controlador
(ou melhor, uma familia de controladores) estabilizante tal que a
matriz de funcdes de transferéncia T, = F;(P, K) seja tal que:

[ Towlloo < 1

Os algoritos que buscam solu¢des subétimas garantem entretanto
somente que:

| Tawlloo <y

ou seja, as especificacdes somente sdo atendidas se v < 1.
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Problema S/ T /KS MIMO - 5

Teorema

Se T,, é tal que:

W,S
W,KS
wT

Tzw =

entdo se || Towl|lco < 7y, temos que:

F(S(jw)) < o(Wyl(jw))
F(KS(jw)) < o (W, i(jw))
F(T(jw)) < vo(Wi(jw))



Problema S/T/KS MIMO - 6

Ha algoritmos comerciais que buscam o sub-6timo de forma
iterativa, com algum critério de parada. Eventualmente, ap6s varias
iteracdes, v pode ficar préximo de um, ou até menor (quem sabe
até chegue préximo do 6timo), o que também satisfaz as
especificacdes. Se o melhor valor de v a que se chegar for muito
acima de um, ha algum problema com as especifica¢des (n3o
podem ser atendidas) ou com a planta em si

(ndo-controlavel /observavel, por exemplo).
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Problema S/ T /KS MIMO - 7

O algoritmo de Doyle, como apresentado em [?] busca encontrar um
controlador na forma de realimentacdo de estados com observador,
através da solucdo de duas equacdes algébricas de Riccati (ARE).
Entretanto, ha também a abordagem por desigualdades matriciais
lineares (ou LMI) que é bastante popular [?].
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Sintese de Controladores H, e Hy, - 1

Dado que se deseja projetar um controlador como na Fig. 77 e tal
que || Tzw|loo < 7, inicialmente & necessario uma representacdo em
espaco de estados como em (4). Esta forma padrdo também pode
ser usada para minimizar || T, ||2 que, esta sim, pode ser
minimizada.

20



Sintese de Controladores H, e Hy, - 2

Para que estes problemas possam ser resolvidos pelos algoritmos
classicos, as seguintes restricdes sdo impostas:

A tripla (A, By, C;) deve ser estabilizavel e detectavel, de
modo que haja controlador estabilizante;

D1> e Dy; devem ter posto pleno para que haja controladores
realizaveis;

As matrizes [A—lewl Dsz] [A_CJ:” D";ll] devem ter posto pleno

para todo w, de modo a assegurar que o controlador resultante
n3o cancel pélos com zeros no eixo imaginario;

D11 = 0e Dy =0, que é uma hipétese essencial para a sintese
H>, ja que isto garante que o sistema seja estritamente proprio;

Pode-se fazer Dip = [9] e Doy = [0 /] sem perda de
generalidade.

Em geral, os problemas praticos satisfazem estas restricdes.
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Supondo que o vetor de sinais w(t) é um ruido branco, ou seja, tal
que E{w(t)w(t)"} = I5(t — 7), entdo se calcularmos:

1 T

E< lim — z(t)Tz(t) dt p = trace (E{z(t)z(t)"}) = || Towl3
T—o0 2T -T

onde a altima igualdade vem do teorema de Parseval. Deste modo,

minimizar a norma H, significa minimizar a poténcia da saida de

desempenho. O algoritmo para solucdo pode ser encontrado com
mais detalhes em [?].
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Dado um sistema com distirbios de processo wy e de saida w, que
séo ruidos brancos:

X = Ax+4+wy+ Byu
y = C+w,

e tal que as matrizes de covaridncia s3o:

(i D) Yoo

e o funcional que se deseja otimizar é:

JzE{ jim /[XTQx+uTRu]dt}

Tooo T
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onde Q=QT >0e R=RT > 0. Este problema é conhecido
como LQG (Linear Quadratic Gaussian) e sua solucdo é bem
conhecida, pois se trata de um problema linear quadratico.
Para colocar este problema na forma de um problema de
otimizacdo H,, podemos definir:

<[ L
= el

onde E{ww™} = I§(t — 7). A planta estendida para este problema
tem a seguinte representacdo em espaco de estados:
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A|VvW o B
VR o 0 0
PO=1% 10 o VR
cC| 0 VV o
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onde:
m K, =R !BTX eX=X'">0éa tnica solucio semidefinida
positiva da Equacdo Algébrica de Riccati:
ATX + XA - XBRIBTX +Q=0
B Ke=YCTVleY=YT >0¢éa inica solucio semidefinida
positiva da Equacdo Algébrica de Riccati:
YAT £+ AY — YCTVTICY + W =0

Deste modo, a estrutura completa do sistema em malha fechada é
apresentada na Fig. ??. Este controlador, entretanto, ndo é
robusto.
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No problema de sintese Hy, 0 que se busca é um controlador K(s)
tal que:

||TWZ||oo = “]:/(Pa K)Hoo <7

e isto se da através de um algoritmo iterativo. Ha um teorema que
da as condicdes necessarias para que exista um controlador tal que
tal que || Twz|loo < 7y tenha solucdo. Se 7 € o infimo do conjunto
de valores de v para os quais existe controlador admissivel, é
possivel se aproximar de 7 por uma técnica de busca, podendo até
ser possivel resolver o problema de Controle Otimo Ha.
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De fato, temos que || F;(P, K)||oo < v s€ € s6 se:
Existe X» > 0 que seja solucdo da EAR:

AT X0 + XooA+ G G+ Xoo (Y 2B1B] — BoBY )Xo =0

tal que RN\, [A+ (y72B1B] — B2BJ)] < 0 para qualquer i/, e:
Existe Yoo > 0 que seja solucdo da EAR:

ATY oo+ YA+ B Bl + Yoo (720G G — G G) Yoo =0

tal que RN\ [A+ (v 2C G — CJ G)] < 0 para qualquer i, e
p(Xoo Yoo) < /72
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De fato, hd uma familia de controladores estabilizantes
K(s) = Fi(Kc, Q) onde

Kc(S) = FOO 0 /
-G / 0

eonde Foo = —BJ Xoo, Loo = — Yoo &, Zoo = (I = 772V Xoo) 2
e A = A+ 7 2B1 B Xoo + BaFoo + ZooLoo Co € Q(s) & qualquer
matriz de funcdes de transferéncia estavel e prépria tal que

|Q|co < . O dito controlador central &€ aquele membro da familia
para o qual Q(s) =0 e que tem a express&o:

K(s) = —Foo(sl — Ase) ZooLoo
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Além disso:
m O controlador central possui tem 0 mesmo niimero de estados
que a planta generalizada P(s).

m O controlador central possui também um estrutura de
separacdo na forma de um observador de estados e uma
realimentacdo dos estados estimados pelo observador da forma:

X = AR+ By Bl XaoR +Bot 4+ Zoo Lo (G2R — y)
~—_——
Wpior
u = Fx

B0





