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Regressdo multinomial: tabelas r x ¢ com ¢ > 2

@ Vamos considerar que a variavel resposta tem c categorias
disjuntas. Usamos a seguinte notacio

| 1, sel-ésima resposta esta na j-ésima categoria
Vi 0, caso contrario

C
o Como as categorias devem ser disjuntas temos > y; =1 .
j=1
o Considere p;j(x;) = P(Y}; = 1) a probabilidade associada a
j-ésima categoria para a /-ésima resposta.

@ A seguir apresentamos diversas maneiras de modelar essas
probabilidades, sempre tomando como base a idéia de
regressao linear nos logitos.
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Modelo logito de categoria de referéncia (MLCR)

@ Primeiro escolhemos uma categoria de referéncia, por exemplo,
podemos escolher a altima como sendo a referéncia .

@ Os logitos de referéncia sdo definidos por

o]

logitoR; = log [

@ Para cada logito define-se uma reta de regressio

logitoR; = fBoj + B1jx1 + B2jx2 + -+ - + BgjXq
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Modelo logito de categoria de referéncia (MLCR)

Exemplo 1: Os dados na tabela abaixo sdo referentes a um
estudo realizado com criangas para investigar o seu programa de
aprendizado preferido e se tal preferéncia estaria associada com a
escola e o periodo escolar.

Preferéncia

Escola Periodo Totais
Individual Grupo Sala de aula
1 Padrio 10 17 26 53
Integral 5 12 50 67
5 Padrio 21 17 26 64
Integral 16 12 36 64
3 Padrio 15 15 16 46
Integral 12 12 20 44
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Modelo logito de categoria de referéncia (MLCR)

@ Tabela 3 x 2 x 3. Duas variaveis explicativas e uma variavel
resposta.

@ ¢ = 3. Vamos considerar j = 3 (sala de aula) como categoria
de referéncia.

@ r =3 x 2 =6 (linhas na tabela). Modelo probabilistico
considerado: produto de seis multinomias.

@ As varidveis dummy s3o definidas por: x;1 = 1, se escola 2 e
zero, caso contrério ; x;o = 1, se escola 3 e zero, caso
contrario e x, = 1, se escola padrdo e zero, caso contrario.

@ S3o definidos ¢ — 1 = 2 logitos de referéncia e cada um deles
associados a uma reta de regressdo.
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Modelo logito de categoria de referéncia (MLCR)

p1(x)

logitoR; = log [ } = Bo1 + fuixa1 + Baxiz + Bzix

. >
logitoRy = log [P3 } = Boz + Pr2x11 + Bazx12 + Bzaxz

e Total de parametros a estimar no modelo proposto (somente
com os efeitos principais, sem interacdo): 8

@ Modelo saturado tem 2 x 6 = 12 pardmetros.

o Graus de liberdades associada a estatistica Q. = > d? &
gl.=12-8=4

@ O modelo pode ser ajustado com o uso da funcio
vgim(cbind(y1,y2,y3) xi1 + x12 + x2, family = multinomial)
da library(VGAM).
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Modelo logito de categoria de referéncia (MLCR)

Para avaliar a qualidade do ajuste do modelo e testar os
coeficientes regressores usamos as funcdes desvios que podem ser
obtidas por deviance(ajuste). Resultando em

Do = 30.248(10g.1.) ; Dy =12.8716(6g.1.) e Dy = 1.7776(4g.1.).
Em que:

Dy é a deviance do modelo somente com os interceptos;

D; é a deviance do modelo com os interceptos e a covariavel escola
(x11 e x12 ) ;

D, é a deviance do modelo com os interceptos e as duas covariaveis
(escola e periodo).
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Modelo logito de categoria de referéncia (MLCR)

Modelo TRV  gl. Valor-P AIC
D; - Escola 17.3764 4  0.0016 73.5
D, - Periodo | Escola  11.0940 2  0.0039 66.4

Modelo com interacdo  1.7776 4  0.7766 72.6

@ O modelo escolhido é o D>.

@ A estatistica de qualidade de ajuste baseada nos desvios
residuais € Q; = 1.7776(valor — P = 0.776, g./. = 4).
Portanto, n3o rejeita-se o modelo ajustado .
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Modelo logito de categoria de referéncia (MLCR)

Os resultados na tabela a seguir (Giolo, pag. 173) s&o referentes a
estimacdo dos pardmetros do modelo ajustado .

Tabela 8.4 - Estimativas dos pardmetros associados a0 modelo selecionado

Logito 1 Logito 2
Parimetros individual/sala de aula grupo/sala de aula
Estimativa Erro-padido  Estimativa Erro-padrio
f; intercepto -19707 0,320 -1,3088 0,259
B escola 2 1,0828 0,353 0,1801 0317
fa; escola 3 13147 0,384 0,6556 0,339
Bs; perfodo padro 07474 0,282 0,7426 0,270

Nota: j =1 se logito 1 e j = 2 se logito 2.
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Modelo logito de categoria de referéncia (MLCR)

Tabela 8.5 - Expressoes e estimativas da chance de ocorréncia da categoria de

resposta j em relagdo & categoria r, p;(x)/pr(x), j=1,2¢er =3

Individual/Sala de aula Grupo/Sala de aula
Escola Periodo
p1(x)/ps(x) Estimativa  pa(x)/ps(x) Estimativa
1 Padrdo exp(fo1 + fs1) 0,294 exp(Boz + fs2) 0,567
1 Integral exp(fo) 0,139 exp(Bo2) 0,270
2 Padrio exp(fBor+Bu+08:1) 08369 exp(Bo2 + B2 + B32) 0,679
2 Integral exp(Bo1 + fu) 0,411 exp(Bo2 + fr2) 0,323
3 Padrdo exp(for +for +f0a1) 1,09 exp(Boz + P2 + B32) 1,093
3 Integral exp(fo1 + fa1) 0,519 exp(Boz + f22) 0,520

Nota: x = (x1, x2) corresponde ao vetor de valores de X; (escola) e X5 (perfodo).
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Modelo logito de categoria de referéncia (MLCR)

o Note que as chances de preferéncia de aprendizado individual
relativa a sala de aula sdo quase todas menores que 1 (exceto
uma que é aproximadamente 1). Isso indica que em geral ha
uma preferéncia pelo aprendizado em sala de aula.

@ Analise similar pode ser feita quando observamos as chances
de preferéncia de aprendizado em grupo relativa a sala de aula.

@ A partir dos valores da tabela podemos também obter as
chances de aprendizado individual relativa ao grupo, basta
dividir os valores da primeira coluna numérica pelos da altima
coluna resultando estimativas para p;(x)/p2(x) -
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Modelo logito de categoria de referéncia (MLCR)

@ Para o logito 1, a estimativa da raz3o de chances entre
periodos é

ORp/; = exp{fa1} = 2.11

@ Logo, a chance de preferéncia pelo aprendizado individual
entre as criancas do periodo padrio foi aproximadamente 2
vezes a das criancas do periodo integral.

@ Para o logito 2, a estimativa da razdo de chances entre
periodos é

dRp// = exp{,@gz} =2.10

@ Logo, a chance de preferéncia pelo aprendizado em grupo
entre as criancas do periodo padr3o foi aproximadamente 2
vezes a das criancas do periodo integral.
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Modelo logito de categoria de referéncia (MLCR)

Comparando agora as escolas.

@ Para o logito 1 temos as seguintes razdes de chances:

OR, )1 = exp{p11} = 2.95
OR3/1 = exp{f21} = 3.72
OR3/, = exp{f21 — P11} = 1.26.

@ A chance de preferéncia pelo aprendizado individual entre as
criangas da escola 2 foi aproximadamente 3 vezes a das
criancas da escola 1. Analogamente para interpretacdo dos
outros valores.

@ O mesmo tipo de interpretacdo pode ser feito para o logito 2
(Exercicio!!)
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Modelo de logitos cumulativos (MLC)

@ Para construcdo dos logitos cumulativos precisamos que a
variavel resposta Y seja do tipo ordinal.

@ Os logitos serdo construidos a partir das probabilidades
acumuladas, denotadas por

@ O j-ésimo logito cumulativo é definido como

0;(x)

_— =1.... —1
1—9,-(x)]f e ©

logitoC; = log [

Marcia D Elia Branco Analise de Dados Categorizados - Aula 15



Modelo de logitos cumulativos (MLC)

Exemplo 2: Na tabela abaixo apresentamos dados de um ensaio
clinico sobre tratamentos para dores de artrite (Giolo, pag. 183 ).

Grau de melhora

Sexo Tratamento Totais
Acentuada Alguma Nenhuma
F A 16 5 6 27
Placebo 6 7 19 32
M A 5 2 7 14
Placebo 1 1 9 11
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Modelo de logitos cumulativos (MLC)
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Figura 8.3 - Graficos de colunas dos dados do estudo sobre artrite.

@ Notamos que para as mulheres a maioria teve uma melhora
acentuada no grupo que recebeu o tratamento; enquanto que
para o grupo placebo, a maioria nio obteve melhora. O que
parece indicar um efeito positivo do tratamento.

o Para os homens este efeito ndo é tio evidente.
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Modelo de logitos cumulativos (MLC)

O namero de categorias é ¢ = 3 portanto temos 2 logitos

cumulativos:
logitoCy = log | 1250 | = log | 55
logitoC, = log 1229(2)‘&) = log %

Interpretacdo:

exp{logitoCy } € a chance de melhora acentuada (relativa a alguma
ou nenhuma) .

exp{logitoC; } € a chance de melhora (relativa a nenhuma melhora).
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Modelo de logitos cumulativos (MLC)

Modelo de Regressdo somente com os efeitos fixos:

logitoC; = Boj + Bijx1 + Bajxa j = 1,2
Em que x; = 1 para feminino e x, = 1 para tratamento A.
Para o ajuste do modelo usamos a funcio
vglm(cbind(y1,y2,y3) xi + xp, family = cumulative(parallel =
FALSE))

Apés o ajuste podemos obter as funcdes desvios associada ao
modelo e usa-las para realizar testes de hip6teses.
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Modelo de logitos cumulativos (MLC)

Vamos primeiro testar a hipétese Hy : 511 = B12, 821 = Boo .

A estatistica do teste da razdo de verossimilhanca é TRV = 0.77
com valor — P =0.68 e g./. =2. Como o teste no rejeita Hy
vamos agora considerar um modelo mais simples denominado
modelo de chances proporcionais. Neste modelo assumimos que os

pardmetros regressores sdo 0s mesmos para cada um dos logitos.
Assim

logitoC; = fBoj + fix1 + foxo j=1,2
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Modelo de logitos cumulativos (MLC)

O modelo ajustado & dado por
logitoC; = foj +1.1121x; + 1.6738x, j = 1,2
Com Bo1 = —2.4234 e Bgp = —1.5332 .
As probabilidades de sucesso de cada categoria sdo estimadas por:
pi(x) = 0;(x) = 91 (x) j=1,2,3
quueé0:0eé3:1e

.0) exp{fBo; + 1.1121x; + 1.6738x,}
(x) — i
! 1+ exp{foj + 1.1121x + 1.6738x,}

j=1,2

)
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Modelo de logitos cumulativos (MLC)

Tubela 8.10 - Probabildades cumlatvesf;x) e ndo cunulativas [x) preditas

a partir do modelo selecionado para andlise dos dados de artrite

Seo Tratamento gl(x) @2()() ) B B
F A 03806 07777 03806 01681 02223
F Placebo 0203 03063 02133 01840 0,6037
M A 0309 0331 0,309 0.2142 04640
M Placebo 00s4 01775 008l 0,091 08225
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Modelo de logitos cumulativos (MLC)

Tabela 8,11 - Expressies para as chances deconrentes do modelo ajustado

Melhora acentuada Melhora acentuada ou alguma

Sexo Tratamento
gersts alguma ou neohuma melhora versus nenhuma

P explfn +3 +h) explin + 014 P2)
FooPlaceho  explinth explfo + B
¥ooA explfn + J?) exp{fon £ B

M Plaebo  explfo explio)
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Modelo de logitos cumulativos (MLC)

@ A chance de melhora acentuada para os individuos que
receberam o tratamento A é exp{(2} = 5.33 vezes a dos
receberam placebo.

@ A chance de melhora para individuos que receberam o
tratamento A é 5.33 vezes a dos que receberam placebo.

@ A chance de melhora para as mulheres é exp{f51} ~ 3 vezes a
dos homens.

@ A chance de melhora acentuada para as mulheres é
aproximadamente 3 vezes a dos homens.
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