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Capitulo 11
11.1 Momento de Inércia

11.1 — Momento de Inércia

Considere um sistema § de pontos materiais P; , de massas m,.

Chama-se momento de inércia de S, em relacdo a reta r, ao escalar

Fonte: Franca, L. N. F. e Matsumura, A. Z.
2011, Mecanica Geral, 3 edicao,
Editora Edgard Bliicher Ltda.
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Capitulo 11
11.1 Momento de Inércia

Chama-se raio de inércia ou raio de giracao de S, em relagdo a reta
r, ao escalar i,

r = Miy com M=2mi
i

No caso de sistema continuo, o somatorio deve ser substituido por
uma integral conveniente.
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11.2 Produtos de Inércia 11.4 Matriz de Inércia e Eixos Principais

11.1.1 Sistemas Planos 11.2.1 Simetria em Produtos de Inércia
11.1.2 Translacao de Eixos para 11.2.2Translacio de Eixos para
Momentos de Inércia Produtos de Inércia

Exemplos 1 e 2

e
e
e

Figura 11.2 — Momento de inércia de barra e de retdngulo
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Capitulo 11
11.1 Momento de Inércia

11.1.1 Sistemas Planos

11.1.1 — Sistemas Planos

(xi,¥i,2;) = coordenadas de P; em relagdo ao referencial ortogonal
Oxyz. Os momentos de inércia em relacdo aos €1xos
coordenados serao:
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Capitulo 11
11.1 Momento de Inércia

11.1.1 Sistemas Planos

No caso particular de todos os pontos de S pertencerem ao plano
Oxy, tem-se z; = 0, decorrendo

Figura 11.3 Sistema no plano Oxy
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Capitulo 11
11.1 Momento de Inércia

11.1.1 Sistemas Planos
11.1.2 Translacao de Eixos para
Momentos de Inércia

11.1.2 — Translacao de Eixos para Momentos de Inércia

Considere como nova origem o baricentro G de S

(a,b,c) = coordenadasde G

(%;,v;,Z;) = coordenadas de P; no sistema que tem origem em G € e€ixos

1

paralelos, com mesmas orienta¢des que Ox, Oy ¢ Oz.

-
i

\// ¥

ai
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11.2 Produtos de Inércia
11.2.1 Simetria em Produtos de Inércia
11.2.2Translacdo de Eixos para
Produtos de Inércia

11.4 Matriz de Inércia e Eixos Principais

Figura 11.5
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Capitulo 11
11.1 Momento de Inércia

11.1.1 Sistemas Planos
11.1.2 Translacio de Eixos para
Momentos de Inércia

Por outro lado, sendo G o baricentro de S, tem-se:

Zmi(Pi—G)z(_)

decorrendo
zmi(xi_xG) =zmi92i =0 e Zml}_]l =0 zmlz_l =0
[ [ [ [
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Capitulo 11
11.1 Momento de Inércia

11.1.1 Sistemas Planos
11.1.2 Translacao de Eixos para
Momentos de Inércia

J4 vimos que: J. = Z m;(y? + 22)
i

trabalhando a equacao acima, resulta em
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Capitulo 11
11.1 Momento de Inércia

11.1.1 Sistemas Planos
11.1.2 Translacao de Eixos para
Momentos de Inércia

Teorema de Steiner

Jx =m(b*+c*) +J;

dZ; = distancia entre os
eixos paralelos Ox
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Capitulo 11
11.1 Momento de Inércia

11.1.1 Sistemas Planos
11.1.2 Translacio de Eixos para
Momentos de Inércia

Do Teorema de Steiner: Jx > Jz = Considerando um conjunto de
retas paralelas, no espagco, o
momento de inércia de S ¢
minimo em relacdo aquela reta

que passa por G.
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Capitulo 11
11.1 Momento de Inércia 11.2 Produtos de Inércia

11.1.1 Sistemas Planos
11.1.2 Translacao de Eixos para
Momentos de Inércia

11.2 — Produtos de Inércia

Chamam-se produtos de inércia do sistema material §, em relacao
aos eixos OxQy , Oy0Oz e OzOx do sistema ortogonal Oxyz, os
escalares:
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Capitulo 11
11.1 Momento de Inércia 11.2 Produtos de Inércia

11.1.1 Sistemas Planos 11.2.1 Simetria em Produtos de Inércia
11.1.2 Translacao de Eixos para
Momentos de Inércia

11.2.1 — Simetria em Produtos de Inércia

a) § possul simetria
material em relacao
ao plano Oxy
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11.4 Matriz de Inércia e Eixos Principais

11.2.2Translacio de Eixos para
Produtos de Inércia

Figura 11.8 — Propriedades de simetria

b) § possul simetria
material em relacao
ao e1xo Oz
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Capitulo 11
11.1 Momento de Inércia 11.2 Produtos de Inércia

11.1.1 Sistemas Planos 11.2.1 Simetria em Produtos de Inércia
11.1.2 Translacao de Eixos para
Momentos de Inércia

Sistemas Planos

Se todas as massas de § pertencerem ao plano

Oxy, t — ——
Xy, temos Jer = Jog = 0 f "\

-]3 X
Se, além diSSO, um dos eixos, Ox ou Oy’ for Figura 11.9 — Sistema plano com simetria
também, de simetria material, temos
]xy =0
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Capitulo 11
11.1 Momento de Inércia 11.2 Produtos de Inércia
11.1.1 Sistemas Planos 11.2.1 Simetria em Produtos de Inércia
11.1.2 Translacao de Eixos para 11.2.2Translacio de Eixos para
Momentos de Inércia Produtos de Inércia

11.2.2 Translacao de Eixos para Produtos de Inércia

Considere como nova origem o baricentro G de S

Usando desenvolvimento feito no
item 11.1.2

Xi = Xg +.92'i
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Capitulo 11
11.1 Momento de Inércia 11.2 Produtos de Inércia
11.1.1 Sistemas Planos 11.2.1 Simetria em Produtos de Inércia
11.1.2 Translacao de Eixos para 11.2.2Translacio de Eixos para
Momentos de Inércia Produtos de Inércia

Figura 11.10 — Translacdo de eixos

Jxy = ) mMixiy; = z m;ab + Z m;ay; + z m;bx; + Z m;x;yi
i ; i i

l
ou
Jxy = Jzy + mab (idem para os outros €ixos)
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Capitulo 11
11.1 Momento de Inércia 11.2 Produtos de Inércia 11.4 Matriz de Inércia e Eixos Principais
11.1.1 Sistemas Planos 11.2.1 Simetria em Produtos de Inércia
11.1.2 Translacio de Eixos para 11.2.2Translacio de Eixos para
Momentos de Inércia Produtos de Inércia

11.4 — Matriz de Inércia e Eixos Principais

Definicdo: Matriz de Inércia de S, em relacdo a um referencial
ortogonal Oxyz ¢ a matriz simétrica

]x _]xy _]xz
10 — _]yx ]y _]yz
_]zx _]zy ]z
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Capitulo 11
11.1 Momento de Inércia 11.2 Produtos de Inércia 11.4 Matriz de Inércia e Eixos Principais
11.1.1 Sistemas Planos 11.2.1 Simetria em Produtos de Inércia
11.1.2 Translacao de Eixos para 11.2.2Translacdo de Eixos para
Momentos de Inércia Produtos de Inércia

Momento de 1nércia do

Propriedades:  a) Jr =u'lpu . ~
sistema em relacdo a reta r

com

it =cosal+cosfBj+cosyk

u = versor de r com
origem em O
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Capitulo 11
11.1 Momento de Inércia 11.2 Produtos de Inércia 11.4 Matriz de Inércia e Eixos Principais
11.1.1 Sistemas Planos 11.2.1 Simetria em Produtos de Inércia
11.1.2 Translacio de Eixos para 11.2.2Translacio de Eixos para
Momentos de Inércia Produtos de Inércia

Propriedades: b) fixada arbitrariamente a origem O, existe,
associado a qualquer sistema material S, um
referencial ortogonal OXYZ, para o qual

Jxy =Jvz=Jxz=0

Os eixos deste referencial sao chamados eixos principais de inércia em relagao a O.

Os momentos de inércia correspondentes J,, J, € J, sdo chamados momentos
principais de inércia.

Quando O = G de §, os eixos principais de inércia sao chamados eixos centrais de
inércia.
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Capitulo 11
11.1 Momento de Inércia 11.2 Produtos de Inércia 11.4 Matriz de Inércia e Eixos Principais
11.1.1 Sistemas Planos 11.2.1 Simetria em Produtos de Inércia
11.1.2 Translacao de Eixos para 11.2.2Translacio de Eixos para
Momentos de Inércia Produtos de Inércia

UNIVERSIDADE DE SAO PAULO - ESCOLA POLITECNICA
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA DE MINAS E DE PETROLED
PME2100 — MECANICA A
32 PROVA — 18/06/2014
PROF. RONALDO CARRION

Questdo 1 (2,0 pontos) — As barras delgadas, metalicas, sdo soldadas de acordo com a
configuracdo mostrada. Amassa de cada segmento éme o comprimento é L Usando o
sistema de coordenadas mostrado, determine: l

a) Os momentos de inércia J, J,, e J, do solido, U
b) O produto de inércia J,_ do solido.
{;:q?x.i =
; ?E:::H . l' _{_.— _:1:-;
N
este exercicio nao esta no site da
disciplina ~'
Questdo 1
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