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Coeficientes da série de senos das funções associadas as respectivas condições de 
contorno



Problema (I): 

(a) Encontre a solução para o problema de Dirichlet

(b) Calcule uma estimativa da temperatura no centro do domínio

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0 0 ≤ x ≤ 1,  0 ≤ y ≤ 1

𝑢(𝑥, 0) = 𝑇𝑓 , 𝑢(𝑥, 1) = 𝑇𝑔

𝑢(0, 𝑦) = 𝑇ℎ, 𝑢(1, 𝑦) = 𝑇𝑘

𝑢(
1

2
,
1

2
) =?



Solução (I): 

(a) A solução para o problema de Dirichlet é obtida identificando os parâmetros do domínio, 
no caso 𝑎 = 𝑏 = 1, e como em todos os lados as condições são constantes pode-se 
encontrar o coeficiente da série de senos de uma solução constante conforme a tabela.

𝑏𝑛 = 2 ∗ 𝑇 𝑜 ∗ −
1

𝑛𝜋
ȁcos 𝑠 0
𝑛𝜋 =

2𝑇(𝑜) 1−cos 𝑛𝜋

𝑛𝜋
= 

2𝑇(𝑜) 1− −1 𝑛

𝑛𝜋
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Como 𝑎 = 𝑏 = 1, temos:

𝑏𝑛 = 𝑐𝑛 sinh
𝑛𝜋𝑎

𝑏
= 𝑐𝑛 sinh

𝑛𝜋𝑏

𝑎
= 𝑐𝑛 sinh 𝑛𝜋

portanto

𝑐𝑛 =
𝑏𝑛

sinh 𝑛𝜋

Substituindo, o coeficientes da série de senos e ajustando a indexação 
para considerar apenas os termos não nulos.

𝑐𝑘 =
4𝑇(𝑜)

2𝑘 + 1 𝜋 sinh 2𝑘 + 1 𝜋
, 𝑘 = 0,1,2 ⋯

𝑏𝑛 =
2𝑇(𝑜) 1 − −1 𝑛

𝑛𝜋

Perceba que apenas os termos ímpares são não nulos:

𝑏𝑘 = 
4𝑇(𝑜)

2𝑘+1 𝜋
, 𝑘 = 0,1,2 ⋯



A solução é dada por:

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑢(𝑓) 𝑥, 𝑦 + 𝑢(𝑔) 𝑥, 𝑦 + 𝑢(ℎ) 𝑥, 𝑦 + 𝑢(𝑘) 𝑥, 𝑦

Onde:

𝑢(𝑓) 𝑥, 𝑦 = 

𝑘=0

∞

𝑐𝑘
(𝑓)

sin 2𝑘 + 1 𝜋𝑥 ∙ sinh 2𝑘 + 1 𝜋 1 − 𝑦

𝑢(𝑔) 𝑥, 𝑦 = 

𝑘=0

∞

𝑐𝑘
(𝑔)

sin 2𝑘 + 1 𝜋𝑥 ∙ sinh 2𝑘 + 1 𝜋𝑦

𝑢(ℎ) 𝑥, 𝑦 = 

𝑘=0

∞

𝑐𝑘
(ℎ)

sin 2𝑘 + 1 𝜋𝑦 ∙ sinh 2𝑘 + 1 𝜋 1 − 𝑥

𝑢(𝑘) 𝑥, 𝑦 = 

𝑘=0

∞

𝑐𝑘
(𝑘)

sin 2𝑘 + 1 𝜋𝑦 ∙ sinh 2𝑘 + 1 𝜋𝑥

Os coeficientes são por:

𝑐𝑘 =
4𝑇(𝑜)

2𝑘 + 1 𝜋 sinh 2𝑘 + 1 𝜋
, 𝑘 = 0,1,2 ⋯

(o)=(f),(g),(h) e (k) respectivamente



𝑇𝑓 = 10, 𝑇𝑔 = 3

𝑇ℎ = 5, 𝑇𝑘 = 1

Segmento [0,1] dividido em 30 partes

50 primeiros termos não-nulos da série



Saída gráfica

𝑇𝑓 = 10

𝑇𝑔 = 3

𝑇ℎ = 5

𝑇𝑘 = 1



(b) Estimando o valor no centro do domínio usando apenas 1 termo, ou seja k = 0

𝑢(𝑓) 𝑥, 𝑦 = 𝑐0
(𝑓)

sin
𝜋

2
∙ sinh

𝜋

2

𝑢(𝑔) 𝑥, 𝑦 = 𝑐0
(𝑔)

sin
𝜋

2
∙ sinh

𝜋

2

𝑢(ℎ) 𝑥, 𝑦 = 𝑐0
(ℎ)

sin
𝜋

2
∙ sinh

𝜋

2

𝑢(𝑘) 𝑥, 𝑦 = 𝑐0
(𝑘)

sin
𝜋

2
∙ sinh

𝜋

2

Os coeficientes são por:
𝑐0 =

4𝑇(𝑜)

𝜋 sinh 𝜋 onde (o)=(f),(g),(h) e (k) respectivamente

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑇(𝑓) + 𝑇(𝑔)+ 𝑇(ℎ) + 𝑇(𝑘)
4 sinh

𝜋

2

𝜋 sinh 𝜋

Avaliando o termo numérico
4 sinh

𝜋
2

𝜋 sinh 𝜋
~

1

4

O valor no centro é aproximadamente a média dos contornos



Problema (II): Encontre a solução para o problema de Dirichlet

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0 0 ≤ x ≤ 1,  0 ≤ y ≤ 1

𝑢(𝑥, 0) = 𝑇𝑓 + 𝑎𝑓𝑥, 𝑢(𝑥, 1) = 𝑇𝑔 + 𝑎𝑔𝑥

𝑢(0, 𝑦) = 𝑇ℎ + 𝑎ℎ𝑦, 𝑢(1, 𝑦) = 𝑇𝑘 + 𝑎𝑘𝑦



Solução (II): 

(a) A solução para o problema de Dirichlet é obtida identificando os parâmetros do domínio, no 
caso 𝑎 = 𝑏 = 1, e como em todos os lados as condições são lineares pode-se encontrar o 
coeficiente da série de senos de uma solução linear conforme a tabela.

𝑏𝑛 = 2 ∗ 𝑇 𝑜 ∗ −
1

𝑛𝜋
ቚcos 𝑠
0

𝑛𝜋
+ 𝑎 𝑜 ∗

1

𝑛2𝜋2 ቚ−𝑠 cos 𝑠 + sin 𝑠
0

𝑛𝜋

(o)=(f),(g),(h) e (k) respectivamente



Solução (II): 

𝑏𝑛
1 = 2 ∗ 𝑇 𝑜 ∗ −

1

𝑛𝜋
ȁcos 𝑠 0
𝑛𝜋 =

2𝑇 𝑜 1−cos 𝑛𝜋

𝑛𝜋
= 

2𝑇 𝑜 1− −1 𝑛

𝑛𝜋

𝑏𝑛
2 = 2 ∗ 𝑎 𝑜 ∗

1

𝑛2𝜋2 ቚ−𝑠 cos 𝑠 + sin 𝑠
0

𝑛𝜋
∗

𝑏𝑛
2 = 2 ∗ 𝑎 𝑜 ∗

1

𝑛2𝜋2 −𝑛𝜋 cos 𝑛𝜋 + sin 𝑛𝜋 + 0 cos 0 − sin 0

𝑏𝑛
2 = 2 ∗ 𝑎 𝑜 ∗ −

−1 𝑛

𝑛𝜋

𝑏𝑛= 𝑏𝑛
1+ 𝑏𝑛

2 =
2𝑇(𝑜) 1− −1 𝑛

𝑛𝜋
+ 2 ∗ 𝑎 𝑜 ∗ −

−1 𝑛

𝑛𝜋
= 

2∙ 𝑇(𝑜)− −1 𝑛∙ 𝑇(𝑜)+𝑎(𝑜)

𝑛𝜋
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Como 𝑎 = 𝑏 = 1, temos:

𝑏𝑛 = 𝑐𝑛 sinh
𝑛𝜋𝑎

𝑏
= 𝑐𝑛 sinh

𝑛𝜋𝑏

𝑎
= 𝑐𝑛 sinh 𝑛𝜋

portanto

𝑐𝑛 =
𝑏𝑛

sinh 𝑛𝜋

Substituindo, os coeficientes da série de senos:

𝑐𝑛 =
2 ∙ 𝑇(𝑜) − −1 𝑛 ∙ 𝑇(𝑜) + 𝑎(𝑜)

𝑛𝜋 ∙ sinh 𝑛𝜋



A forma geral da solução é dada por:

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑢(𝑓) 𝑥, 𝑦 + 𝑢(𝑔) 𝑥, 𝑦 + 𝑢(ℎ) 𝑥, 𝑦 + 𝑢(𝑘) 𝑥, 𝑦

onde:
𝑢(𝑓) 𝑥, 𝑦 = 

𝑛=1

∞

𝑐𝑛
(𝑓)

sin 𝑛𝜋𝑥 ∙ sinh 𝑛𝜋 1 − 𝑦

𝑢(𝑔) 𝑥, 𝑦 = 

𝑛=1

∞

𝑐𝑛
(𝑔)

sin 𝑛𝜋𝑥 ∙ sinh 𝑛𝜋𝑦

𝑢(ℎ) 𝑥, 𝑦 = 

𝑛=1

∞

𝑐𝑛
(ℎ)

sin 𝑛𝜋𝑦 ∙ sinh 𝑛𝜋 1 − 𝑥

𝑢(𝑘) 𝑥, 𝑦 = 

𝑛=1

∞

𝑐𝑛
(𝑘)

sin 𝑛𝜋𝑦 ∙ sinh 𝑛𝜋𝑥

Os coeficientes são dados por:

(o)=(f),(g),(h) e (k) respectivamente

𝑐𝑛 =
2 ∙ 𝑇(𝑜) − −1 𝑛 ∙ 𝑇(𝑜) + 𝑎(𝑜)

𝑛𝜋 ∙ sinh 𝑛𝜋
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𝑇𝑓 = 10, 𝑇𝑔 = 3

𝑇ℎ = 5, 𝑇𝑘 = 1

Segmento [0,1] dividido em 30 partes

100 primeiros termos não-nulos da série

𝑎𝑓 = −10, 𝑎𝑔 = −3

𝑎ℎ = −5, 𝑎𝑘 = −1
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𝑇𝑓 = 10

𝑇𝑔 = 3

𝑇ℎ = 5

𝑇𝑘 = 1
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Roteiro do curso

• Introdução

• Séries de Fourier

• Método de Diferenças Finitas

• Equação do calor transiente (parabólica)

• Equação de Poisson (elíptica)

• Equação da onda (hiperbólica)


