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Neste momento temos discutido os conceitos de controlabilidade e observabilidade
de sistemas de controle lineares da forma

(1) = A( ) x(2) + B(1) u(7)
y(t) = Cx() + D(1) u(7)
onde x(7) é um vetor de estado n x 1; u(t) vetor de controle r x 1; y(¢) vetor de
saidam x 1; A(¢) € R™", B(t) € R™, C(t) € R"*" e D(r) € R"*".

@ Inicialmente tratamos controlabilidade de estado e observabilidade de sistemas
auténomos, ie. assumindo que as fun¢des matriciais A, B, C e D sdo constantes.

(%)

@ Nesta aula veremos controlabilidade de saida e assim do sistema de controle.
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Controlabilidade de saida

Controlabilidade

@ Dizemos que o sistema () € de saida controldvel em [f, #;], se for possivel, por
meio de um vetor de controle admissivel u, transferir o sistema de qualquer
saida inicial y(#) € R™ para qualquer outra saida final y(#;) € R™.

@ Se o sistema for de saida controldvel para todo intervalo finito [#, #,], dizemos
que o sistema € de saida completamente controlavel.

Tais conceitos foram introduzidos por Kalman e tem um papel importante no projeto
de sistemas. De fato, a controlabilidade e observabilidade de um sistema podem ditar
a existéncia de uma solu¢@o completa para o projeto validando sua execugio.
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Controlabilidade de saida

Teorema

Considere o seguinte sistema de controle

{x(z) = Ax(t) + Bu(t)

¥(0) = Cx(1) ®

com estado x(¢) € R”, controle u(z) € R™', saida y(r) € R™' (m < n), A € R"*",
B € R™" e C € R™*" matrizes constantes. Entdo (S) é de saida controlavel, se e
somente se, o posto da matriz m X nr

[CB CAB .. CA”_IB]

é m. Assim, o sistema de estado € de saida controlavel se e s6 se é de saida
completamente controldvel.

@ Lembramos que posto de uma matriz corresponde ao niimero de linhas ou
colunas linearmente independentes dela.

@ Note que a condicdo de controlabilidade néio depende do intervalo [to, #1]. Por
isso temos que os conceitos de controlabilidade e controlabilidade completa
neste caso sdo equivalentes.
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Prova do teorema

Dem. Inicialmente notamos que o sistema de estado (S) é de saida controldvel em
[to, 1] se e s6 se o sistema

{z(z) = AT By (r) 0

w(t) = Cz(t)

¢ de saida controlavel em [, #;]. Com efeito, temos que as solucdes x(¢) e z(r) de
(S) e (1) respectivamente, se relacionam pela expressio

2(1) = e AUT0)x(y). 2)

Logo, z(11) = z(to) + ftf)l e A=) B y(s) ds se e somente se

1
x(n) = f070(p) = L0170 <z(l‘o) +/ e AT By (s) ds)
1o

1
A0 7(1) + / M TIBu(s) ds

fo

a solugdo de estado de (S) com condigdo inicial x(f9) = z(fo) em ¢ = #,. Assim,
y(t) = Cx(t) é saida de (S), se € s6 se, w(t) = Cz(t) é saida de (1).
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Prova do teorema

@ Assim, existe controle u cuja saida w(r) evolui w(ty) a w(t1), se e s6 se, para o
mesmo u, a saida y(r) associada evolui y(o) = w(zo) a Ce*“~)z(1,) com
M=) € R™™ invertivel.

e Entilo, (S) é de saida controldvel em [fo, #;] se e s6 se (1) também o é.

Controlabilidade de saida ao zero

Note que (1) é de saida controldvel em [to, 1] se e s6 se existe controle u tal que (1)

evolui w(7) € R™ a origem w(#;) = 0. Assim, devido a (2), temos que (S) é de
saida controldvel, se e sé se evolui qualquer saida inicial y(#) a origem.

A ida é clara. Basta verificarmos a volta. Suponha entdo que (1) evolui qualquer
saida inicial a origem em [to, #;]. Em particular, (1) evolui
w(to) — w(t1) = C (z(to) — z(t1)) a origem. Assim, existe controle u tal que

0=C (z(to) —z(t) + / ! e AT By (s) ds>
= Cz(n)=C (z(to) + /[l e AT By (s) ds) .

)
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Prova do teorema

@ Desta forma, podemos supor, sem perda de generalidade, que (S) é de saida
controldvel, se e s6 se, evolui qualquer saida inicial y(#y) a origem.

Suponha entdo, que para qualquer saida y(7)) = Cx(t)) € R", existe u(r) tal que
1
0=C (eA("7’°)x(to) + / I B u(s) ds)
fo

Ul
— M Tx(g) = —C/

0]

1 —lo
A Bu(s) ds = —C/ Bu(ty — s) ds.
0

Agora, pelo Teorema de Cayley-Hamilton existem funcdes o (¢) tais que

n—1
&M = Z ak(t)Ak. 3)
k=0
Dai,
n—tg (11 n—l 1o
—C/ Zak(s)Ak Bu(t; — s)ds = —CZA"B/ ar(s)u(ty — s)ds
0 k=0 k=0 0

n—1 t—1o
= —ZCAkBBk com Bk:/ ak(s) u(t1 —S)dSGRer.
k=0 g
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Prova do teorema

Portanto, existem vetores 3, € R"*! tais que

n—1
CeA(”fm)x(l‘o) - _ Z CAkB,Bk
k=0
Bo
» B
- —[CB CAB .. CA" B]
/anl

Como y(1y) = C =) x(1y) € R™*! & arbitririo concluimos que o posto de
[cB cap .. ca'B]er™"

deve ser m provando a ida do Teorema.
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Prova do teorema

Vejamos agora a volta. Suponha [CB  CAB ... CA"'B] de posto m.
Inicialmente veremos que a matriz W € R"*" abaixo € invertivel

|
Wz/ Cer =R A (=9 gs.
fo

Para tanto, seja x um vetor no niicleo de W. Entdo

0 = XWi=yx (/tl CeA(tl—s)BB/eA’(tl—s)C/ ds> X

fo

= /tl X' CeM1 =) BB A (=) 'y ds

fo

t 0
/ |1B'e" 179 C'x||* ds

fo

que nos da
|B'e” = C'x|| =0 Vs € [to, 11]

pela continuidade da fungdo exponencial.
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Prova do teorema

Dai,
A/2 A/k
0 = B <I+A’(r1 —8)+ 5 (n - s ..+ (= 5)" + ) C'x
/A2 ! Atk )
= BCx+BACKn —s)+ %(n I %Fx(n — 4
para todo s € [fo, 11]. Logo
0=BCx=BACx=BACx=..=BA"""Cx
e assim o vetor x pertence ao nicleo da matriz
’
[CB CAB ... CA"*IB] .
Como [CB CAB ... CA""'B] possuipostom, Q= [CB CAB .. CA"'B]'

também ¢ de posto m. Assim, como
m = dimR" = dim Imagem(Q) + dim Nicleo(Q)

obtemos que dim Nucleo(Q) = 0 que implica x = 0. Desta forma podemos concluir
que a matriz W € invertivel.
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Prova do teorema

Agora vamos concluir que o sistema (S) é de saida controldvel. Para tanto, vamos
definir um controle u que satisfaca a equacéo

f
C M=) x(19) = —C/ B u(s) ds.
fo

Tomamos
u(r) = —BMO00 ! C M1 x(1)

onde W = f[: CeA1=9) BB’ N (1= ' ds. Entdo

_C/’l IR (s ds = /’1 CeM=9 BB/ =) € W1 € A=) (1) dis

fo fo

</n CEA(rI—S)BB/eA/(;l_S)C/ ds) w! CeA(tl—rO)x(tO)

1o

WWw=' CeM10 x(1)
C M1 x(g).
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Observacoes e exercicios

a) Note que a prova do teorema exibe um controle u que executa a operacio
desejada.

b) O resultado pode ser estendido ao sistema

{x(z) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t) @

com D € R™*" constante.

Mostre que o sistema de estado (4) € de saida controldvel em [fo, #1], se s6 se, a matriz

[CB CAB .. CA"'B D]

de tamanho m X (n + 1)r possui posto m.
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Segunda lei de Newton

Seja x() a posi¢do de um corpo num instante # sujeito a um forga f. Se o corpo
possui massa m, entao temos

e x ¢ a saida do sistema e f pode ser visto como controle. Se x; () = x(t) e
x2(t) = x(r) obtemos o seguinte sistema de controle
)1

X 1 o 0 1 X1 +
) L0 0 X2
@ A equagdo de estado deste sistema € controldvel. Vejamos se sua saida também

3-

x=(1 0)(2)
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Pelo teorema o sistema sera de saida controldvel se e s6 se o posto da matriz 1 x 2

[CB CAB ... CA"_IB].
¢ 1. Como
A:(g é) B:<g>e c=(10)
temos que
e - [0 (1) (1 (3 2)(2)]

~ (0 &)

que é uma matriz de posto 1 implicando que o sistema é de saida controlavel.
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