MATO0315 - Introdugao a Analise - 2020

Gabarito dos exercicios 10, 12-b e 12-d da Lista 3

Exercicio 10 Considere a sequéncia definida por a1 = V2 e, paran > 1, an = /2 + ap_1.

(a) Escreva os 5 primeiros termos da sequéncia.

Solugao. Temos:

(b) Prove que a sequéncia é crescente e limitada.

Solugao. Primeiro provaremos, por indu¢ao em n, que (a,), é limitada superiormente por 2 e

inferiormente por 0, isto é, vamos provar que 0 < a,, < 2 para todo n.

e Caso base (n=1):
De fato, sabemos que a; = v/2 e, portanto, 0 < a; < 2.

e Passo indutivo:

Seja k > 1 e suponha que 0 < a;_; < 2 (Hipdtese de Indugao - HI).

Temos:
0 < Ap—1 < =
240 < 24a,1 < 4 =
V2 < \2Fa < 2 (x) =

0 < ag < 2

(*) aqui as desigualdades sao preservadas porque a funcao “raiz quadrada” é crescente.

Isso prova que 0 < ap_1 <2 = 0 < a, < 2, para cada k > 1.



Assim, pelo Principio de Inducao, podemos concluir que 0 < a,, < 2 para todo n.
Para provar que a sequéncia é crescente, isto ¢, a,, < a,.1 para todo n, vamos novamente usar

inducao.

e Caso base (n=1):

De fato, a; = V2=vV2+0<V2++V2= as, ja que V2>0ea funcao raiz quadrada é

crescente.

e Passo indutivo:

Seja k > 1 e suponha que a;_; < a; (Hip6tese de Inducao - HI).

Temos:
1 < aj =
24+ a1 < 2+ ag =
VITa < VIta () =
ay < Q11

(*) Novamente estamos usando o fato da fungao “raiz quadrada” ser crescente.

Isso prova o passo de inducao.

Assim, pelo Principio de Indugao, podemos concluir que a, < a,;, para todo n.

(¢) Qual teorema garante que a sequéncia é convergente?

Solugao. A sequéncia (a,), é limitada e crescente, logo, monétona. Pelo Teorema 5 dado em
aula, toda sequéncia monétona limitada é convergente. Logo, (a,), é convergente, isto é, existe

um numero real L tal que lima,, = L.

(d) Determine o limite de (ay,),, justificando.

Solugao. Sabemos que (a,), converge, mas nao sabemos qual o valor do limite. Seja

L =lima,. De a, = /2 + a,_1 para todo n > 1, fazendo n crescer iremos obter
lima, =lim+\/2+a,_1 < L=+/2+lima,_
Mas é facil provar que lima,_; = L. Portanto:

L=V2+L = L[*=2+L=(L+1)(L-2)=0=L=-1loulL=2

Como a, > 0 para todo n, entdo L = lima, > 0 (a justificativa desse fato é andloga ao

Exercicio 13). Dai, L nao pode ser —1. Entao, temos que lima, = L = 2.



Exercicio 12 Calcule os limites:

1 n+3
(a) lim <1 + —> (Nao era para entregar)
n

Solugao. Temos que:
1 n+3 1 n 1 3
lim (1 + —) = lim (1 + —) (1 + —) (%)
n n n

: 1\" , 1 !
Im({l1+—] =e,equelim(l+—)=1+lim—=1
n n

Sabemos que:

n

3 ¢ continua, entao

1\? 1\\?
1im<1+—> :(hm(1+—)> =12=1
n n

Como os dois fatores em (%) convergem, temos (pelo Teorema 1 dado em aula) que:

1 n+3 1 n 1 3
lim(l—i——) :lim(l—l——) lim<1—|——) =e-1=c¢
n n n

Também, sabemos que f(z) =z

(Il
li 1+ L)'
im —
2n
Solugao. Temos que:
1\" 1 (2n)% 1 2n
li 1+—) =1 14+ — = li 14 —
1m( +2n> 1m< +2n) m ( +2n)
2n
Agora, observamos que (a,), com a, = (1 + 2—) é uma subsequencia da sequéncia que
n

define o nimero e. Logo:

1 2n
lim (1 + —) =e
2n

Sabemos também que a fungao f(x) = y/z definida no intervalo [0, + c0) é continua. Logo:

' 1 n . 1 2n ' 1 2n
lm|1+— ) =lim 1+ — =/lim |1+ — =.e
2n 2n 2n




«D1m1<21f>n

Solugao. Temos que:
92 n 1 n 1 n+1 1 -1
fim (252 Zgim 1+ “lim |1+ 1+
n-+1 n-+1 n+1 n-+1

+1
1 n
Vemos que, se a, = (1 + , (an), é uma subsequéncia da sequéncia que define o

n+1
1 n+1
lim<1+ ) =e
n—+1

nimero e. Logo:

Por outro lado, temos que:

1
lim (1—i— 1) =1lim1+ lim

n 4+ n+1

Como f(z) =z~ ! é continua, entao:

1 \! 1 -1
) = [lim(l—i— )] =11=1
n-+1 n-+1

lim (1 +

Dai, temos que:




