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Retomando parte da aula passada

Vimos, na ultima aula, um importante resultado:

Teorema 5

Toda sequéncia mono6tona limitada € convergente.

Também comegamos a analisar a sequéncia

1 n
an = <1+n> paran=1,23,...

Na aula de hoje vamos demonstrar que (ay,),, € crescente e limitada
para que possamos usar o Teorema 5 e concluir que existe lim a,,.

S6 com esse conhecimento € que podemos definir o nimero e:

1 n
e = lim <1 + )
n—o00 n
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Um pré-requisito

Para demonstrar que a sequéncia é crescente e limitada, iremos
precisar da férmula

Cl-f-bn — an+ n an—1b1+ n an—2b2+
1 2
T O I 1 RO (e P A
3 n—1

- n

— n—kik

= (%)t
k=0

em que sao usadas as seguintes notagoes:

(n)_ n! _nn—1)---(n—k+1)
k)T =Rk Kl

ml=nn—1)(n—-2)---3-2.1 e 0%
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Um pré-requisito

Em particular:
(a+b)*=0a®+2ab+ b
(a+b)3=0a>+3a’b+3ab>+b°

(a+b)* =a*+4a3b+6a*b* +4ab® + b
etc

Note que

(3)=am= (7)o (1) =um-(5)

Em geral, vale:
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A sequéncia (a,), € limitada

Vamos provar, mais precisamente, que 2 < a,, < 3 paratodo n € N.
Temos que a1 = 2. Paran > 2, tem-se:
1 -1 1 n! 1
R k) L
Note que as duas primeiras parcelas somam 2 e as demais sao
positivas. Portanto, a,, > 2 para todo n.

1\" n \ 1 n 1 n 1
<1+n> 1+<1>n+<2>n2+...+<n>nn
n 2! n? nl nn

Por outro lado, podemos reescrever a soma acima:

1\" nn—1)1 nn-1)(n-2)1 n! 1
I+—) =1+1 — — 4.+ = =
< +n) T n2 2!+ n3 3!jL * n" n!

~- - ~—
<1 <1 <1
1 1 1
< Ll g
3! n!
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A sequéncia (a,), € limitada - continuagéo

Retomando,

1\" 1 1 1
<1+—) S THldgtgtot
3! n!

* 1 1 1
< 1+1+ §+2—2+"'+F
< 2+41=3

Na desigualdade * usamos o fato que k! > 2¥~! para todo k > 1, cuja
demonstracao é um exercicio.

O
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A sequéncia (a,), é crescente

Vamos agora provar que a, < a,1 paratodo n > 1.
Ja vimos que, para todo n € N, vale:

1 n
anp = (1—1——) =
n

m=1)1 nn-1)(n-2)1 n! 1

= 141+
- n? 2! n3 31T ol

Portanto, vale a mesma igualdade para n + 1:

1 n+1

= 1

an+1 <+TL—|—1>

n+1)n 1 n+1)nn—1) 1

= 1+1+%— ( ) (3 )—-I—...-l-
(n+1)2 2! (n+1) 3!

m+1)nn—-1)---2 1 (n+1)! 1

(n+1)" n!  (n+ 1"+ (n+1)!
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A sequéncia (a,), € crescente - continuagao

Na expressao de a,, a k-ésima parcela é
nn—1)n-2)---(n—(k—1)) 1

nk K
n n-1n-2 n-(k—1) 1

n n n n k!

()

Analogamente, na expressao de a,,+1, a k-€sima parcela é

1— 1 1— 2 1_E 1
n+1 n+1 n+1/) kKl

Paracadan € N,eparacadam =1,2,...,k — 1, vale:
1 1 1
<-=1-—>1--=1--—" 51T
n+1 n +1 +1 n

Assim, podemos concluir que cada parcela da expressao de a,, €
menor do que a parcela correspondente da expressao de a4 1.

Martha S. Monteiro (IME-USP) MAT0315 - Introdugéo a Andlise Aula 16 (05/11/2020)



A sequéncia (a,), € crescente - continuagao

Além disso, o desenvolvimento de a,11 tem uma parcela a mais que o
desenvolvimento de a,,.

Com isso, fica claro que a,, < a,+1 para todo n e, portanto, a
sequéncia a,, é crescente.

Dessa forma, agora podemos afirmar com seguranga, com base no
. ) \" o
Teorema 5, que existe lim <1 + ) . Esse limite é denotado por e.
n—o0 n

Trata-se de um numero irracional - isso sera demonstrado pelo grupo
6 de PCoc. E um nimero muito importante na matematica!
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Séries - Introducao

@ Até o século XIX, os matematicos tinham pouca compreensao
sobre somas de uma quantidade infinita de niumeros como, por
exemplo, s + 1+t + L+ oul4+li+di+lqll

@ Tentavam operar com essas somas do mesmo modo como
operavam com somas finitas, isto €, usando as mesmas
propriedades.

@ Nao estando cientes de que algumas propriedades validas para
somas finitas ndo valiam para somas infinitas, eles chegavam a
resultados equivocados.

@ O filésofo grego Zenao de Eleia (século V a.C.) chamou atencao
para dificuldades I6gicas de cada uma das possiveis respostas
por meio da elaboracao de paradoxos.
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Um dos paradoxos de Zenao

Para um corredor ir de um ponto A até um ponto B, ele tera
primeiramente que cobrir metade da distancia de A até B. Depois,
metade do que falta, e assim por diante.

@ Como isso envolve um numero infinito de etapas, Zenéo
argumentou que o corredor nunca ird alcancar seu destino.

@ Fazendo d(A, B) = 1, esse paradoxo concluia que é impossivel

1 1
f r ma—-+—-+—-+---
efetuar a so a2+4+8+

@ Com o conhecimento que se tem hoje, sabe-se que essa soma
(de infinitas parcelas) € finita e igual a 1.

@ Os gregos antigos ndo conseguiram aceitar a ideia de que é
possivel somar uma quantidade infinita de nUmeros e obter um
resultado finito.
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Um dos paradoxos de Zenao - continuagao

@ Repare que somando-se as duas primeiras parcelas, obtém-se
1 1 3 1
3 + 4 = 1 (falta ; para chegar em 1)

@ Somando-se as trés primeiras parcelas, obtém-se 1 +1 4+ 1 =1
(falta % para chegar em 1) e assim por diante.

@ Conforme somamos mais termos, as somas finitas aumentam,
aproximando-se de 1, e é possivel chegar a um valor tao proximo
de 1 quanto se queira, simplesmente acrescentando mais termos.

@ A ideia de chegar a um valor tdo préximo de X quanto se queira é
0 que hoje chamamos de limite.

Os gregos antigos sabiam somar muitos termos de uma progressao,
mas o pensamento de estender esse processo para o infinito era
inaceitavel para eles, com exce¢édo de Arquimedes, que calculou a
area de um setor parabolico fazendo somas infinitas.
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Soma de PG

O livro VIII e parte do livro IX da obra “Os Elementos” de Euclides
tratam de proporg¢ées continuadas, que, na linguagem de hoje, s&o o
que chamamos de progressdes geométricas. Euclides enunciou:

Se tantos numeros quanto quisermos estiverem em proporgao
continuada e do segundo e do ultimo numero for subtraido o primeiro,
entdo o excesso do segundo esta para o primeiro assim como o
excesso do ultimo esta para todos.

Em linguagem atual: se a,ar,ar?,--- ,ar™ é uma PG (finita), entdo
(ar —a):a=(ar" —a): S

sendo S a soma de todos os termos da PG.

n

ar —a ar” —a , .
Podemos escrever: =< que € equivalente a
a
G a(l —rm")
- 1-r
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Soma de PG - continuacao

Uma demonstracdo moderna para a férmula da soma da PG finita:

Seja S a soma dos n primeiros termos da PG:
S = atar+ar’+-- +ar™t

S-r = ar+ar*+ar®+--+ar”

Subtraindo termo a termo, todos os termos se cancelam exceto o
primeiro de S e o Ultimo de Sr:

S—8Sr = a—ar"

S(l—r) = a(l—-1")

Ser #1,tem-se
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Soma de PG infinita - continuagao

Hoje, com o conceito de limite rigorosamente estabelecido, é possivel

provar que se |r| < 1 entdo lim " = 0. Portanto, a soma S se torna
n—oo
a

a(l—r”)_ a . o
=T i =

=1
S im 1=

Assim, a soma
Ll
2 4 8

qgue aparece no paradoxo de Zenao €
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Novamente as dizimas periddicas

As somas de progressdes geométricas — finitas ou infinitas —
aparecem em praticamente todos os ramos da matematica.
A primeira vez que as encontramos (disfarcadamente) é na forma de
dizimas periddicas. Por exemplo, o numero 0,232323... € uma soma
de PG com infinitos termos:

23 23 23

100 " 1002 T 100° T

cuja soma é
g 23 100 23
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Uma soma estranha

A soma infinita
1-1+1—-1+---

originou muita controvérsia no inicio do século XVIII.

@ Leibniz (1646—1716), co-inventor com Newton (1642—1727) do
Célculo, argumentou que “como a soma pode serigualaOoua i,
com a mesma probabilidade, seu verdadeiro valor deveria ser a
média 3”.

@ Tal raciocinio parece inacreditavel nos dias de hoje, mas nos
tempos de Leibniz alguns conceitos como limite e convergéncia
nao estavam bem compreendidos. Com isso, as somas infinitas
eram tratadas de maneira equivocada, como se fossem meras
extensdes de somas finitas.

@ O que dizemos hojeéqueasomal—1+1—1+--- diverge.

@ O que significa “divergir’? Basicamente, que ndo é possivel
somar.
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Uma soma estranha - continuacgao

Quando uma soma com infinitas parcelas é divergente, podemos
chegar a qualquer valor desejado! Por exemplo, vamos “provar” que
S=1-141—-1+---=04.

@ Escreva 1l =0,4 + 0,6 e substitua:

S = 1—-141—1+--
= (0,4+0,6) — (0,4+0,6) + (0,44 0,6) — - --
= 0,4+ (0,6—0,4)— (0,6 —0,4) + (0,6 — 0,4) — - --
= 04+02-02+02-02+-
= 04+ (02-02)+(02—-02)+---=04

@ Se, na quarta linha, tivéssemos colocado os paréntesis de outra
maneira, teriamos encontrado outro resultado:

S=(04+0,2)—-(02-0,2)+(02—-0,2) —---=0,6
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Qual a concluséo até aqui?

Vimos que algumas somas infinitas sdo possiveis de serem
calculadas e outras ndo, o que nos mostra que ndao podemos tratar
somas infinitas da mesma forma como tratamos as somas finitas. Por
exemplo, para as somas finitas valem as propriedades associativa e

comutativa da adigdo. Com somas infinitas precisamos tomar mais
cuidado!
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Como lidar com somas de infinitas parcelas?

Apenas no século XIX é que os matematicos comegaram a dar um
tratamento mais rigoroso para as somas infinitas e sé entéo foi
possivel estabelecer métodos para se lidar com elas.

Seja a,as,as,...,an,... Uma sequéncia de numeros reais, isto &,
uma lista infinita de numeros arranjados em ordem, sendo a; 0
primeiro da lista, a2 0 segundo e assim por diante.

A soma infinita desses numeros nessa ordem é o que chamamos de

série e indicamos por

o
Zan=a1+a2+a3+~--

n=1
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Como lidar com somas de infinitas parcelas?

Para se calcular >"°7 , a,, definimos as somas parciais:

S1 = wm

Sy = ai+as

S3 = a1 +ax+ag

Sp = artaxt---+an

@ Se lim S, = S(€ R) dizemos que a série converge para S e
n—oo
podemos escrever » °  a, = S.

@ Se o limite da sequéncia das somas parciais nao existir ou nao for
finito, diremos que a série é divergente.
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No caso particular da série geométrica de razéo r = % a saber,

I
2 4 8 2n
observamos que as somas parciais da série sao:
S1=1,
S=j+i=i=1-1
1 1 1 _ 7 1
stitg=g=1-3%

Sy =

Si=h+ieotk=fR 1ok
Como lim S, = lim (1 — 5;) = 1, podemos escrever

1+1+1+ +1—F =1
2 4 8 on -
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Alguns exemplos importantes de séries divergentes

(@ 1+1+1+4--
Tem-se: S1=1,5=2,...,5, =n.
Como o limite de S,, é infinito, concluimos que a série

T+ 141+

é divergente.
b)) 1-1+1-1+4---
Este caso ilustra um outro tipo de divergéncia.
As somas parciais sao
S1=1;8=1-1=0; S3=1-14+1=1; S4=1-14+1-1=0;

1, sen éimpar;
Sp = .
0, semn épar,;

Conclusédo: ndo existe lim S,,. (Por qué?)
Portanto, a série é divergente.
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A série harmoOnica

(©) ,
1 —
+5+

Sl
34

1
T
n

E mais um exemplo de série divergente, mas esse fato ndo é nem

um pouco 6bvio. Vejamos:

S = 1
1
SZ = 1+§
1 1 1 1 1
S4 = 1+§+<§+Z)>1+§+<Z+
S __1+1+(L+”+(1+1+1+
8 - 2" \3 "4 576 7
> 1+1+(y+w+(1+1+1+
2 4 4 8 8 8

1 2
=142
P
5)

8

1 3
=142
571
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Série harmoénica - continuacao

Podemos verificar que Sig > 1+ % e, em geral,

k

Dessa forma, podemos perceber que se n cresce indefinidamente, as
somas parciais tendem a infinito. Logo, a série harménica diverge.

Nas préximas aulas iremos conhecer mais exemplos importantes de
séries e alguns teoremas que irdo nos ajudar a decidir se uma série é
convergente ou divergente.
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