
Caṕıtulo 3

Decorando o espaço-tempo
de Minkowski

Depois de definirmos as estruturas que fazem de M o espaço-tempo de
Minkowski e de explorar algumas consequências f́ısicas que decorrem di-
retamente dessas estruturas, vamos introduzir em M alguns acessórios
que, embora não sejam essenciais, serão extremamente convenientes
para toda a análise que se seguirá. Tão convenientes que, depois de
termos trabalhado no ńıvel mais fundamental do espaço-tempo nos
caṕıtulos anteriores, a partir de agora nos manteremos quase exclusi-
vamente numa “camada” mais superficial com a qual o espaço-tempo
será coberto.

3.1 Sistemas de coordenadas

Até agora, sempre que desejávamos especificar um evento p ∈ M, de
modo a poder utilizá-lo em manipulações matemáticas, t́ınhamos que
fazê-lo por meio da escolha de um evento de referência o ∈ M e de
um 4-vetor sa = ψ(o, p) ∈ V. Para especificarmos concretamente sa,
por sua vez, necessitávamos fixar uma base de V para, então, termos
suas componentes reais sµ com as quais pod́ıamos fazer contas. No fim,
o efeito ĺıquido desse procedimento é o de prover uma associação ϕs :

M→ R4, p
ϕs7→ sµ, com algumas caracteŕısticas particulares advindas da

estrutura afim de M (vide Fig. 3.1). A ideia, agora, é generalizar esse
procedimento de associar quádruplas reais xµ ∈ R4 a eventos p ∈ M,
sem a necessidade desses passos intermediários (em particular, sem
fazer uso expĺıcito da estrutura afim de M), mas preservando algumas
mı́nimas propriedades desejáveis. Uma associação dessas, ϕx : A → B
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Finalmente, em posse das formas gerais de rotações e boosts12, po-
demos construir um elemento arbitrário de L"

+ como:

⇤(Va,�,�, ✓) := ⇤R(�,�, ✓)⇤B(Va). (2.42)

Aplicando, a essa forma geral, as matrizes T, P e PT = �1 defini-
das anteriormente, obtemos todos os elementos do grupo de Lorentz
O(3, 1).

2.3.2 De volta ao grupo de Poincaré e sua atuação em M

Retomando de onde hav́ıamos parado, antes de nos concentrarmos no
grupo de Lorentz O(3, 1), t́ınhamos notado existir uma bijeção entre o
grupo de Poincaré P e o conjunto O(3, 1)⇥V, via Eqs. (2.25) e (2.27).
Lembremos que, da maneira como definimos, elementos de P atuam no
espaço-tempo M, enquanto que elementos de O(3, 1)⇥V atuam em V.
Em particular, elementos (1, ca) do subconjunto {1}⇥V ⇢ O(3, 1)⇥V
— com 1 representando a identidade de O(3, 1) —, que atuam em
V como ⇡(va) = va + ca, representam mapeamentos ◆ 2 P que sim-
plesmente transladam todos os eventos de M pelo mesmo segmento
orientado: p 7! ◆(p), ca =  (p, ◆(p)). Por isso, esses elementos de P
são chamados de translações espaço-temporais. Já elementos (◆⇤,0) do
subconjunto O(3, 1) ⇥ {0} ⇢ O(3, 1) ⇥ V (identificado naturalmente
com o grupo de Lorentz O(3, 1)), que atuam em V de acordo com a
Eq. (2.28), estão associados a mapeamentos ◆ 2 P que mantém inva-
riante o evento de referência o 2 M e mapeiam os outros eventos de
modo a manter o intervalo invariante em relação a o.

Como P possui estrutura de grupo, podemos usar a bijeção entre
P e O(3, 1) ⇥ V para induzir uma regra de produto neste último, da
seguinte maneira:

• Exerćıcio: Seja ' : P ! O(3, 1) ⇥ V a bijeção mencionada acima,
◆ 7! '(◆) = (◆⇤, ca), decorrente das Eqs. (2.25) e (2.27). Definindo,
em O(3, 1) ⇥ V, o produto

(◆⇤1, c
a
1) · (◆⇤2, c

a
2) := (◆⇤1◆

⇤
2, ◆

⇤
1(c

a
2) + ca

1)

— lembrando que a atuação de ◆⇤ 2 O(3, 1) em elementos de V é
dada pela Eq. (2.28) —, pede-se:

12Vale notar que, enquanto o subconjunto das matrizes ⇤R de rotação formam um
subgrupo (o SO(3)) do grupo de Lorentz próprio e ortócrono, o mesmo não é verdade para
o conjunto das matrizes de boost ⇤B, pois a composição de boosts em diferentes direções
não pode ser representada por um único boost — isso será ilustrado no Exerćıcio ¥. Esse
fato matemático tem como consequência f́ısica o curioso fenômeno chamado precessão de
Thomas, de acordo com o qual o eixo de rotação de um giroscópio em movimento circular
precessiona em torno do eixo perpendicular ao plano de sua órbita.
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Figura 3.1: Associação ϕs : M → R4 induzida pela estrutura afim de M,
escolhidos um evento o e uma base {xaµ} de referência.

— onde A é uma região (aberta1) de M e B é uma região (aberta) de R4

—, é chamada de sistema de coordenadas e deve satisfazer as seguintes
propriedades básicas2:

(i) ϕx é bijetora;

(ii) ϕx é cont́ınua3;

(iii) ϕ−1
x é cont́ınua.

Denotaremos apenas por xµ ∈ R4 o resultado da atuação de ϕx em
p ∈ M: xµ := ϕx(p) (com pequenas variações para designar sistemas
de coordenadas diferentes, como x̃µ, x′µ, x′′µ, ...) — vide Fig. 3.2.
Como uma imposição adicional, nos restringiremos, por conveniência,
a sistemas de coordenadas ϕx que são compat́ıveis com a estrutura afim
de M, que significa que o mapeamento ϕx◦ϕ−1

s é uma função bijetora de
ϕs(A) ⊆ R4 em B ⊆ R4, de classe C∞, assim como sua inversa ϕs◦ϕ−1

x :
B → ϕs(A)4 (vide Fig. 3.3). Se o(a) leitor(a) estiver confuso(a) quanto
ao significado de todas essas observações técnicas, tenha em mente

1Não é o propósito deste curso entrar em detalhes técnicos de topologia, mas, apenas
para registro, note que a estrutura afim de M traz consigo a noção de conjuntos abertos
em M, importados da noção de conjuntos abertos em V, que, por sua vez — como espaço
vetorial real —, os adquire a partir de R4. Assim, M é naturalmente um espaço topológico,
onde faz sentido definir-se continuidade, por exemplo.

2Ou seja, ϕx é um homeomorfismo entre A e B. Note que, em particular, M é ho-
meomorfo a R4 — já que ϕs, descrita anteriormente e representada na Fig. 3.1, é um
homeomorfismo entre M e R4.

3Lembrando que uma função é cont́ınua se a imagem inversa de conjuntos abertos são
conjuntos abertos.

4Ou seja, ϕx ◦ ϕ−1
s é um difeomorfismo suave entre ϕs(A) e B.
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Caṕıtulo 3

Decorando o espaço-tempo
de Minkowski

Depois de definirmos as estruturas que fazem de M o espaço-tempo de
Minkowski e de explorar algumas consequências f́ısicas que decorrem di-
retamente dessas estruturas, vamos introduzir em M alguns acessórios
que, embora não sejam essenciais, serão extremamente convenientes
para toda a análise que se seguirá. Tão convenientes que, depois de
termos trabalhado no ńıvel mais fundamental do espaço-tempo nos
caṕıtulos anteriores, a partir de agora nos manteremos quase exclusi-
vamente numa “camada” mais superficial com a qual o espaço-tempo
será coberto.

3.1 Sistemas de coordenadas

Até agora, sempre que desejávamos especificar um evento p 2 M, de
modo a poder utilizá-lo em manipulações matemáticas, t́ınhamos que
fazê-lo por meio da escolha de um evento de referência o 2 M e de
um 4-vetor sa =  (o, p) 2 V. Para especificarmos concretamente sa,
por sua vez, necessitávamos fixar uma base de V para, então, termos
suas componentes reais sµ com as quais pod́ıamos fazer contas. Ao
final desse procedimento, obt́ınhamos uma associação 's : M ! R4,

p
's7! sµ, com algumas caracteŕısticas particulares advindas da estrutura

afim de M (vide Fig. 3.1). A ideia é generalizar esse procedimento de
associar quádruplas reais xµ 2 R4 a eventos p 2 M, sem a necessidade
desses passos intermediários (em particular, sem fazer uso expĺıcito da
estrutura afim de M), mas preservando algumas mı́nimas propriedades
desejáveis. Uma associação dessas, 'x : A ! B — onde A é uma
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Finalmente, em posse das formas gerais de rotações e boosts12, po-
demos construir um elemento arbitrário de L"

+ como:

⇤(Va,�,�, ✓) := ⇤R(�,�, ✓)⇤B(Va). (2.42)

Aplicando, a essa forma geral, as matrizes T, P e PT = �1 defini-
das anteriormente, obtemos todos os elementos do grupo de Lorentz
O(3, 1).

2.3.2 De volta ao grupo de Poincaré e sua atuação em M

Retomando de onde hav́ıamos parado, antes de nos concentrarmos no
grupo de Lorentz O(3, 1), t́ınhamos notado existir uma bijeção entre o
grupo de Poincaré P e o conjunto O(3, 1)⇥V, via Eqs. (2.25) e (2.27).
Lembremos que, da maneira como definimos, elementos de P atuam no
espaço-tempo M, enquanto que elementos de O(3, 1)⇥V atuam em V.
Em particular, elementos (1, ca) do subconjunto {1}⇥V ⇢ O(3, 1)⇥V
— com 1 representando a identidade de O(3, 1) —, que atuam em
V como ⇡(va) = va + ca, representam mapeamentos ◆ 2 P que sim-
plesmente transladam todos os eventos de M pelo mesmo segmento
orientado: p 7! ◆(p), ca =  (p, ◆(p)). Por isso, esses elementos de P
são chamados de translações espaço-temporais. Já elementos (◆⇤,0) do
subconjunto O(3, 1) ⇥ {0} ⇢ O(3, 1) ⇥ V (identificado naturalmente
com o grupo de Lorentz O(3, 1)), que atuam em V de acordo com a
Eq. (2.28), estão associados a mapeamentos ◆ 2 P que mantém inva-
riante o evento de referência o 2 M e mapeiam os outros eventos de
modo a manter o intervalo invariante em relação a o.

Como P possui estrutura de grupo, podemos usar a bijeção entre
P e O(3, 1) ⇥ V para induzir uma regra de produto neste último, da
seguinte maneira:

• Exerćıcio: Seja ' : P ! O(3, 1) ⇥ V a bijeção mencionada acima,
◆ 7! '(◆) = (◆⇤, ca), decorrente das Eqs. (2.25) e (2.27). Definindo,
em O(3, 1) ⇥ V, o produto

(◆⇤1, c
a
1) · (◆⇤2, c

a
2) := (◆⇤1◆

⇤
2, ◆

⇤
1(c

a
2) + ca

1)

— lembrando que a atuação de ◆⇤ 2 O(3, 1) em elementos de V é
dada pela Eq. (2.28) —, pede-se:

12Vale notar que, enquanto o subconjunto das matrizes ⇤R de rotação formam um
subgrupo (o SO(3)) do grupo de Lorentz próprio e ortócrono, o mesmo não é verdade para
o conjunto das matrizes de boost ⇤B, pois a composição de boosts em diferentes direções
não pode ser representada por um único boost — isso será ilustrado no Exerćıcio ¥. Esse
fato matemático tem como consequência f́ısica o curioso fenômeno chamado precessão de
Thomas, de acordo com o qual o eixo de rotação de um giroscópio em movimento circular
precessiona em torno do eixo perpendicular ao plano de sua órbita.
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Finalmente, em posse das formas gerais de rotações e boosts12, po-
demos construir um elemento arbitrário de L"

+ como:

⇤(Va,�,�, ✓) := ⇤R(�,�, ✓)⇤B(Va). (2.42)

Aplicando, a essa forma geral, as matrizes T, P e PT = �1 defini-
das anteriormente, obtemos todos os elementos do grupo de Lorentz
O(3, 1).

2.3.2 De volta ao grupo de Poincaré e sua atuação em M

Retomando de onde hav́ıamos parado, antes de nos concentrarmos no
grupo de Lorentz O(3, 1), t́ınhamos notado existir uma bijeção entre o
grupo de Poincaré P e o conjunto O(3, 1)⇥V, via Eqs. (2.25) e (2.27).
Lembremos que, da maneira como definimos, elementos de P atuam no
espaço-tempo M, enquanto que elementos de O(3, 1)⇥V atuam em V.
Em particular, elementos (1, ca) do subconjunto {1}⇥V ⇢ O(3, 1)⇥V
— com 1 representando a identidade de O(3, 1) —, que atuam em
V como ⇡(va) = va + ca, representam mapeamentos ◆ 2 P que sim-
plesmente transladam todos os eventos de M pelo mesmo segmento
orientado: p 7! ◆(p), ca =  (p, ◆(p)). Por isso, esses elementos de P
são chamados de translações espaço-temporais. Já elementos (◆⇤,0) do
subconjunto O(3, 1) ⇥ {0} ⇢ O(3, 1) ⇥ V (identificado naturalmente
com o grupo de Lorentz O(3, 1)), que atuam em V de acordo com a
Eq. (2.28), estão associados a mapeamentos ◆ 2 P que mantém inva-
riante o evento de referência o 2 M e mapeiam os outros eventos de
modo a manter o intervalo invariante em relação a o.

Como P possui estrutura de grupo, podemos usar a bijeção entre
P e O(3, 1) ⇥ V para induzir uma regra de produto neste último, da
seguinte maneira:

• Exerćıcio: Seja ' : P ! O(3, 1) ⇥ V a bijeção mencionada acima,
◆ 7! '(◆) = (◆⇤, ca), decorrente das Eqs. (2.25) e (2.27). Definindo,
em O(3, 1) ⇥ V, o produto

(◆⇤1, c
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1) · (◆⇤2, c

a
2) := (◆⇤1◆

⇤
2, ◆

⇤
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2) + ca

1)

— lembrando que a atuação de ◆⇤ 2 O(3, 1) em elementos de V é
dada pela Eq. (2.28) —, pede-se:

12Vale notar que, enquanto o subconjunto das matrizes ⇤R de rotação formam um
subgrupo (o SO(3)) do grupo de Lorentz próprio e ortócrono, o mesmo não é verdade para
o conjunto das matrizes de boost ⇤B, pois a composição de boosts em diferentes direções
não pode ser representada por um único boost — isso será ilustrado no Exerćıcio ¥. Esse
fato matemático tem como consequência f́ısica o curioso fenômeno chamado precessão de
Thomas, de acordo com o qual o eixo de rotação de um giroscópio em movimento circular
precessiona em torno do eixo perpendicular ao plano de sua órbita.
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Figura 3.1: Associação 's : M ! R4 induzida pela estrutura afim de M,
escolhidos um evento o e uma base {xa

µ} de referência.

região (aberta1) de M e B é uma região (aberta) de R4 —, é chamada
de sistema de coordenadas e deve satisfazer as seguintes propriedades
básicas:

(i) 'x é bijetora;

(ii) 'x é cont́ınua2;

(iii) '�1
x é cont́ınua.

Em resumo, 'x é um homeomorfismo entre A e B.3 Denotaremos
apenas por xµ 2 R4 o resultado da atuação de 'x em p 2 M: xµ :=
'x(p) (com pequenas variações para designar sistemas de coordenadas
diferentes, como exµ, x0µ, x00µ, ...). Como uma imposição adicional, nos
restringiremos, por conveniência, a sistemas de coordenadas 'x que são
compat́ıveis com a estrutura afim de M, que significa que o mapeamento
's � '�1

x é uma função bijetora de B ✓ R4 em 's(A) ✓ R4, de classe
C1, assim como sua inversa 'x � '�1

s : 's(A) ! B — em resumo,
's � '�1

x é um difeomorfismo suave entre B e 's(A).

1Não é o propósito deste curso entrar em detalhes técnicos de topologia, mas, apenas
para registro, note que a estrutura afim de M traz consigo a noção de conjuntos abertos
em M, importados da noção de conjuntos abertos em V, que, por sua vez — como espaço
vetorial real —, os adquire a partir de R4. Assim, M é naturalmente um espaço topológico,
onde faz sentido definir-se continuidade, por exemplo.

2Lembrando que uma função é cont́ınua se a imagem inversa de conjuntos abertos são
conjuntos abertos.

3Em particular, M é homeomorfo a R4 — já que 's, descrita anteriormente e represen-
tada na Fig. 3.1, é um homeomorfismo entre M e R4.
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Figura 3.2: Sistema de coordenadas genérico ϕx : A → B.

apenas que estamos garantindo que os eventos p ∈ A ⊆ M sejam
univocamente determinados pelas suas coordenadas xµ = ϕx(p) e que
as componentes de sa := ψ(o, p) (qualquer que seja a escolha de base e
de o ∈ M) sejam funções infinitamente diferenciáveis das coordenadas
xµ de p. Isso também garante, como consequência, que se quisermos
mudar o sistema de coordenadas, de ϕx para ϕx′ , por exemplo, a função
de mudança de coordenadas, ϕx′◦ϕ−1

x , será uma função suave — ou seja,
as novas coordenadas x′µ(xα) serão funções infinitamente diferenciáveis
das coordenadas anteriores xα.

É evidente que o próprio mapeamento ϕs acima é um exemplo parti-
cular de sistema de coordenadas. Sistemas de coordenadas constrúıdos
dessa maneira (escolhendo-se um evento e uma base tetrada de re-
ferência e fazendo-se uso expĺıcito da estrutura afim de M, como deta-
lhado no ińıcio desta seção) têm algumas propriedades especiais. Uma
delas é a maneira de se expressar o intervalo invariante I(p, q) em
termos das coordenadas dos eventos p e q. Sendo ∆sa := ψ(p, q) =
ψ(o, q)− ψ(o, p) = sa(q)− sa(p) = [sµ(q)− sµ(p)]eaµ =: ∆sµeaµ, temos:

I(p, q) = gab ∆sa∆sb = ηµν ∆sµ∆sν ; (3.1)

ou seja, o intervalo invariante entre dois eventos quaisquer é uma função
(algébrica quadrática) apenas da diferença de suas coordenadas. Para
sistemas de coordenadas arbitrários, essa relação não é válida em geral,
como veremos mais adiante.
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de Minkowski

Depois de definirmos as estruturas que fazem de M o espaço-tempo de
Minkowski e de explorar algumas consequências f́ısicas que decorrem di-
retamente dessas estruturas, vamos introduzir em M alguns acessórios
que, embora não sejam essenciais, serão extremamente convenientes
para toda a análise que se seguirá. Tão convenientes que, depois de
termos trabalhado no ńıvel mais fundamental do espaço-tempo nos
caṕıtulos anteriores, a partir de agora nos manteremos quase exclusi-
vamente numa “camada” mais superficial com a qual o espaço-tempo
será coberto.

3.1 Sistemas de coordenadas

Até agora, sempre que desejávamos especificar um evento p 2 M, de
modo a poder utilizá-lo em manipulações matemáticas, t́ınhamos que
fazê-lo por meio da escolha de um evento de referência o 2 M e de
um 4-vetor sa =  (o, p) 2 V. Para especificarmos concretamente sa,
por sua vez, necessitávamos fixar uma base de V para, então, termos
suas componentes reais sµ com as quais pod́ıamos fazer contas. Ao
final desse procedimento, obt́ınhamos uma associação 's : M ! R4,

p
's7! sµ, com algumas caracteŕısticas particulares advindas da estrutura

afim de M (vide Fig. 3.1). A ideia é generalizar esse procedimento de
associar quádruplas reais xµ 2 R4 a eventos p 2 M, sem a necessidade
desses passos intermediários (em particular, sem fazer uso expĺıcito da
estrutura afim de M), mas preservando algumas mı́nimas propriedades
desejáveis. Uma associação dessas, 'x : A ! B — onde A é uma
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Finalmente, em posse das formas gerais de rotações e boosts12, po-
demos construir um elemento arbitrário de L"

+ como:

⇤(Va,�,�, ✓) := ⇤R(�,�, ✓)⇤B(Va). (2.42)

Aplicando, a essa forma geral, as matrizes T, P e PT = �1 defini-
das anteriormente, obtemos todos os elementos do grupo de Lorentz
O(3, 1).

2.3.2 De volta ao grupo de Poincaré e sua atuação em M

Retomando de onde hav́ıamos parado, antes de nos concentrarmos no
grupo de Lorentz O(3, 1), t́ınhamos notado existir uma bijeção entre o
grupo de Poincaré P e o conjunto O(3, 1)⇥V, via Eqs. (2.25) e (2.27).
Lembremos que, da maneira como definimos, elementos de P atuam no
espaço-tempo M, enquanto que elementos de O(3, 1)⇥V atuam em V.
Em particular, elementos (1, ca) do subconjunto {1}⇥V ⇢ O(3, 1)⇥V
— com 1 representando a identidade de O(3, 1) —, que atuam em
V como ⇡(va) = va + ca, representam mapeamentos ◆ 2 P que sim-
plesmente transladam todos os eventos de M pelo mesmo segmento
orientado: p 7! ◆(p), ca =  (p, ◆(p)). Por isso, esses elementos de P
são chamados de translações espaço-temporais. Já elementos (◆⇤,0) do
subconjunto O(3, 1) ⇥ {0} ⇢ O(3, 1) ⇥ V (identificado naturalmente
com o grupo de Lorentz O(3, 1)), que atuam em V de acordo com a
Eq. (2.28), estão associados a mapeamentos ◆ 2 P que mantém inva-
riante o evento de referência o 2 M e mapeiam os outros eventos de
modo a manter o intervalo invariante em relação a o.

Como P possui estrutura de grupo, podemos usar a bijeção entre
P e O(3, 1) ⇥ V para induzir uma regra de produto neste último, da
seguinte maneira:

• Exerćıcio: Seja ' : P ! O(3, 1) ⇥ V a bijeção mencionada acima,
◆ 7! '(◆) = (◆⇤, ca), decorrente das Eqs. (2.25) e (2.27). Definindo,
em O(3, 1) ⇥ V, o produto

(◆⇤1, c
a
1) · (◆⇤2, c

a
2) := (◆⇤1◆

⇤
2, ◆

⇤
1(c

a
2) + ca

1)

— lembrando que a atuação de ◆⇤ 2 O(3, 1) em elementos de V é
dada pela Eq. (2.28) —, pede-se:

12Vale notar que, enquanto o subconjunto das matrizes ⇤R de rotação formam um
subgrupo (o SO(3)) do grupo de Lorentz próprio e ortócrono, o mesmo não é verdade para
o conjunto das matrizes de boost ⇤B, pois a composição de boosts em diferentes direções
não pode ser representada por um único boost — isso será ilustrado no Exerćıcio ¥. Esse
fato matemático tem como consequência f́ısica o curioso fenômeno chamado precessão de
Thomas, de acordo com o qual o eixo de rotação de um giroscópio em movimento circular
precessiona em torno do eixo perpendicular ao plano de sua órbita.
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Finalmente, em posse das formas gerais de rotações e boosts12, po-
demos construir um elemento arbitrário de L"

+ como:

⇤(Va,�,�, ✓) := ⇤R(�,�, ✓)⇤B(Va). (2.42)

Aplicando, a essa forma geral, as matrizes T, P e PT = �1 defini-
das anteriormente, obtemos todos os elementos do grupo de Lorentz
O(3, 1).

2.3.2 De volta ao grupo de Poincaré e sua atuação em M

Retomando de onde hav́ıamos parado, antes de nos concentrarmos no
grupo de Lorentz O(3, 1), t́ınhamos notado existir uma bijeção entre o
grupo de Poincaré P e o conjunto O(3, 1)⇥V, via Eqs. (2.25) e (2.27).
Lembremos que, da maneira como definimos, elementos de P atuam no
espaço-tempo M, enquanto que elementos de O(3, 1)⇥V atuam em V.
Em particular, elementos (1, ca) do subconjunto {1}⇥V ⇢ O(3, 1)⇥V
— com 1 representando a identidade de O(3, 1) —, que atuam em
V como ⇡(va) = va + ca, representam mapeamentos ◆ 2 P que sim-
plesmente transladam todos os eventos de M pelo mesmo segmento
orientado: p 7! ◆(p), ca =  (p, ◆(p)). Por isso, esses elementos de P
são chamados de translações espaço-temporais. Já elementos (◆⇤,0) do
subconjunto O(3, 1) ⇥ {0} ⇢ O(3, 1) ⇥ V (identificado naturalmente
com o grupo de Lorentz O(3, 1)), que atuam em V de acordo com a
Eq. (2.28), estão associados a mapeamentos ◆ 2 P que mantém inva-
riante o evento de referência o 2 M e mapeiam os outros eventos de
modo a manter o intervalo invariante em relação a o.

Como P possui estrutura de grupo, podemos usar a bijeção entre
P e O(3, 1) ⇥ V para induzir uma regra de produto neste último, da
seguinte maneira:

• Exerćıcio: Seja ' : P ! O(3, 1) ⇥ V a bijeção mencionada acima,
◆ 7! '(◆) = (◆⇤, ca), decorrente das Eqs. (2.25) e (2.27). Definindo,
em O(3, 1) ⇥ V, o produto

(◆⇤1, c
a
1) · (◆⇤2, c

a
2) := (◆⇤1◆

⇤
2, ◆

⇤
1(c

a
2) + ca

1)

— lembrando que a atuação de ◆⇤ 2 O(3, 1) em elementos de V é
dada pela Eq. (2.28) —, pede-se:

12Vale notar que, enquanto o subconjunto das matrizes ⇤R de rotação formam um
subgrupo (o SO(3)) do grupo de Lorentz próprio e ortócrono, o mesmo não é verdade para
o conjunto das matrizes de boost ⇤B, pois a composição de boosts em diferentes direções
não pode ser representada por um único boost — isso será ilustrado no Exerćıcio ¥. Esse
fato matemático tem como consequência f́ısica o curioso fenômeno chamado precessão de
Thomas, de acordo com o qual o eixo de rotação de um giroscópio em movimento circular
precessiona em torno do eixo perpendicular ao plano de sua órbita.
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Figura 3.1: Associação 's : M ! R4 induzida pela estrutura afim de M,
escolhidos um evento o e uma base {xa

µ} de referência.

região (aberta1) de M e B é uma região (aberta) de R4 —, é chamada
de sistema de coordenadas e deve satisfazer as seguintes propriedades
básicas:

(i) 'x é bijetora;

(ii) 'x é cont́ınua2;

(iii) '�1
x é cont́ınua.

Em resumo, 'x é um homeomorfismo entre A e B.3 Denotaremos
apenas por xµ 2 R4 o resultado da atuação de 'x em p 2 M: xµ :=
'x(p) (com pequenas variações para designar sistemas de coordenadas
diferentes, como exµ, x0µ, x00µ, ...). Como uma imposição adicional, nos
restringiremos, por conveniência, a sistemas de coordenadas 'x que são
compat́ıveis com a estrutura afim de M, que significa que o mapeamento
's � '�1

x é uma função bijetora de B ✓ R4 em 's(A) ✓ R4, de classe
C1, assim como sua inversa 'x � '�1

s : 's(A) ! B — em resumo,
's � '�1

x é um difeomorfismo suave entre B e 's(A).

1Não é o propósito deste curso entrar em detalhes técnicos de topologia, mas, apenas
para registro, note que a estrutura afim de M traz consigo a noção de conjuntos abertos
em M, importados da noção de conjuntos abertos em V, que, por sua vez — como espaço
vetorial real —, os adquire a partir de R4. Assim, M é naturalmente um espaço topológico,
onde faz sentido definir-se continuidade, por exemplo.

2Lembrando que uma função é cont́ınua se a imagem inversa de conjuntos abertos são
conjuntos abertos.

3Em particular, M é homeomorfo a R4 — já que 's, descrita anteriormente e represen-
tada na Fig. 3.1, é um homeomorfismo entre M e R4.
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Finalmente, em posse das formas gerais de rotações e boosts12, po-
demos construir um elemento arbitrário de L"

+ como:

⇤(Va,�,�, ✓) := ⇤R(�,�, ✓)⇤B(Va). (2.42)

Aplicando, a essa forma geral, as matrizes T, P e PT = �1 defini-
das anteriormente, obtemos todos os elementos do grupo de Lorentz
O(3, 1).

2.3.2 De volta ao grupo de Poincaré e sua atuação em M

Retomando de onde hav́ıamos parado, antes de nos concentrarmos no
grupo de Lorentz O(3, 1), t́ınhamos notado existir uma bijeção entre o
grupo de Poincaré P e o conjunto O(3, 1)⇥V, via Eqs. (2.25) e (2.27).
Lembremos que, da maneira como definimos, elementos de P atuam no
espaço-tempo M, enquanto que elementos de O(3, 1)⇥V atuam em V.
Em particular, elementos (1, ca) do subconjunto {1}⇥V ⇢ O(3, 1)⇥V
— com 1 representando a identidade de O(3, 1) —, que atuam em
V como ⇡(va) = va + ca, representam mapeamentos ◆ 2 P que sim-
plesmente transladam todos os eventos de M pelo mesmo segmento
orientado: p 7! ◆(p), ca =  (p, ◆(p)). Por isso, esses elementos de P
são chamados de translações espaço-temporais. Já elementos (◆⇤,0) do
subconjunto O(3, 1) ⇥ {0} ⇢ O(3, 1) ⇥ V (identificado naturalmente
com o grupo de Lorentz O(3, 1)), que atuam em V de acordo com a
Eq. (2.28), estão associados a mapeamentos ◆ 2 P que mantém inva-
riante o evento de referência o 2 M e mapeiam os outros eventos de
modo a manter o intervalo invariante em relação a o.

Como P possui estrutura de grupo, podemos usar a bijeção entre
P e O(3, 1) ⇥ V para induzir uma regra de produto neste último, da
seguinte maneira:

• Exerćıcio: Seja ' : P ! O(3, 1) ⇥ V a bijeção mencionada acima,
◆ 7! '(◆) = (◆⇤, ca), decorrente das Eqs. (2.25) e (2.27). Definindo,
em O(3, 1) ⇥ V, o produto

(◆⇤1, c
a
1) · (◆⇤2, c

a
2) := (◆⇤1◆

⇤
2, ◆

⇤
1(c

a
2) + ca

1)

— lembrando que a atuação de ◆⇤ 2 O(3, 1) em elementos de V é
dada pela Eq. (2.28) —, pede-se:

12Vale notar que, enquanto o subconjunto das matrizes ⇤R de rotação formam um
subgrupo (o SO(3)) do grupo de Lorentz próprio e ortócrono, o mesmo não é verdade para
o conjunto das matrizes de boost ⇤B, pois a composição de boosts em diferentes direções
não pode ser representada por um único boost — isso será ilustrado no Exerćıcio ¥. Esse
fato matemático tem como consequência f́ısica o curioso fenômeno chamado precessão de
Thomas, de acordo com o qual o eixo de rotação de um giroscópio em movimento circular
precessiona em torno do eixo perpendicular ao plano de sua órbita.
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Finalmente, em posse das formas gerais de rotações e boosts12, po-
demos construir um elemento arbitrário de L"

+ como:

⇤(Va,�,�, ✓) := ⇤R(�,�, ✓)⇤B(Va). (2.42)

Aplicando, a essa forma geral, as matrizes T, P e PT = �1 defini-
das anteriormente, obtemos todos os elementos do grupo de Lorentz
O(3, 1).

2.3.2 De volta ao grupo de Poincaré e sua atuação em M

Retomando de onde hav́ıamos parado, antes de nos concentrarmos no
grupo de Lorentz O(3, 1), t́ınhamos notado existir uma bijeção entre o
grupo de Poincaré P e o conjunto O(3, 1)⇥V, via Eqs. (2.25) e (2.27).
Lembremos que, da maneira como definimos, elementos de P atuam no
espaço-tempo M, enquanto que elementos de O(3, 1)⇥V atuam em V.
Em particular, elementos (1, ca) do subconjunto {1}⇥V ⇢ O(3, 1)⇥V
— com 1 representando a identidade de O(3, 1) —, que atuam em
V como ⇡(va) = va + ca, representam mapeamentos ◆ 2 P que sim-
plesmente transladam todos os eventos de M pelo mesmo segmento
orientado: p 7! ◆(p), ca =  (p, ◆(p)). Por isso, esses elementos de P
são chamados de translações espaço-temporais. Já elementos (◆⇤,0) do
subconjunto O(3, 1) ⇥ {0} ⇢ O(3, 1) ⇥ V (identificado naturalmente
com o grupo de Lorentz O(3, 1)), que atuam em V de acordo com a
Eq. (2.28), estão associados a mapeamentos ◆ 2 P que mantém inva-
riante o evento de referência o 2 M e mapeiam os outros eventos de
modo a manter o intervalo invariante em relação a o.

Como P possui estrutura de grupo, podemos usar a bijeção entre
P e O(3, 1) ⇥ V para induzir uma regra de produto neste último, da
seguinte maneira:

• Exerćıcio: Seja ' : P ! O(3, 1) ⇥ V a bijeção mencionada acima,
◆ 7! '(◆) = (◆⇤, ca), decorrente das Eqs. (2.25) e (2.27). Definindo,
em O(3, 1) ⇥ V, o produto

(◆⇤1, c
a
1) · (◆⇤2, c

a
2) := (◆⇤1◆

⇤
2, ◆

⇤
1(c

a
2) + ca

1)

— lembrando que a atuação de ◆⇤ 2 O(3, 1) em elementos de V é
dada pela Eq. (2.28) —, pede-se:

12Vale notar que, enquanto o subconjunto das matrizes ⇤R de rotação formam um
subgrupo (o SO(3)) do grupo de Lorentz próprio e ortócrono, o mesmo não é verdade para
o conjunto das matrizes de boost ⇤B, pois a composição de boosts em diferentes direções
não pode ser representada por um único boost — isso será ilustrado no Exerćıcio ¥. Esse
fato matemático tem como consequência f́ısica o curioso fenômeno chamado precessão de
Thomas, de acordo com o qual o eixo de rotação de um giroscópio em movimento circular
precessiona em torno do eixo perpendicular ao plano de sua órbita.
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Figura 3.1: Associação 's : M ! R4 induzida pela estrutura afim de M,
escolhidos um evento o e uma base {xa

µ} de referência.

região (aberta1) de M e B é uma região (aberta) de R4 —, é chamada
de sistema de coordenadas e deve satisfazer as seguintes propriedades
básicas:

(i) 'x é bijetora;

(ii) 'x é cont́ınua2;

(iii) '�1
x é cont́ınua.

Em resumo, 'x é um homeomorfismo entre A e B.3 Denotaremos
apenas por xµ 2 R4 o resultado da atuação de 'x em p 2 M: xµ :=
'x(p) (com pequenas variações para designar sistemas de coordenadas
diferentes, como exµ, x0µ, x00µ, ...). Como uma imposição adicional, nos
restringiremos, por conveniência, a sistemas de coordenadas 'x que são
compat́ıveis com a estrutura afim de M, que significa que o mapeamento
's � '�1

x é uma função bijetora de B ✓ R4 em 's(A) ✓ R4, de classe
C1, assim como sua inversa 'x � '�1

s : 's(A) ! B — em resumo,
's � '�1

x é um difeomorfismo suave entre B e 's(A).

1Não é o propósito deste curso entrar em detalhes técnicos de topologia, mas, apenas
para registro, note que a estrutura afim de M traz consigo a noção de conjuntos abertos
em M, importados da noção de conjuntos abertos em V, que, por sua vez — como espaço
vetorial real —, os adquire a partir de R4. Assim, M é naturalmente um espaço topológico,
onde faz sentido definir-se continuidade, por exemplo.

2Lembrando que uma função é cont́ınua se a imagem inversa de conjuntos abertos são
conjuntos abertos.

3Em particular, M é homeomorfo a R4 — já que 's, descrita anteriormente e represen-
tada na Fig. 3.1, é um homeomorfismo entre M e R4.
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Finalmente, em posse das formas gerais de rotações e boosts12, po-
demos construir um elemento arbitrário de L"

+ como:

⇤(Va,�,�, ✓) := ⇤R(�,�, ✓)⇤B(Va). (2.42)

Aplicando, a essa forma geral, as matrizes T, P e PT = �1 defini-
das anteriormente, obtemos todos os elementos do grupo de Lorentz
O(3, 1).

2.3.2 De volta ao grupo de Poincaré e sua atuação em M

Retomando de onde hav́ıamos parado, antes de nos concentrarmos no
grupo de Lorentz O(3, 1), t́ınhamos notado existir uma bijeção entre o
grupo de Poincaré P e o conjunto O(3, 1)⇥V, via Eqs. (2.25) e (2.27).
Lembremos que, da maneira como definimos, elementos de P atuam no
espaço-tempo M, enquanto que elementos de O(3, 1)⇥V atuam em V.
Em particular, elementos (1, ca) do subconjunto {1}⇥V ⇢ O(3, 1)⇥V
— com 1 representando a identidade de O(3, 1) —, que atuam em
V como ⇡(va) = va + ca, representam mapeamentos ◆ 2 P que sim-
plesmente transladam todos os eventos de M pelo mesmo segmento
orientado: p 7! ◆(p), ca =  (p, ◆(p)). Por isso, esses elementos de P
são chamados de translações espaço-temporais. Já elementos (◆⇤,0) do
subconjunto O(3, 1) ⇥ {0} ⇢ O(3, 1) ⇥ V (identificado naturalmente
com o grupo de Lorentz O(3, 1)), que atuam em V de acordo com a
Eq. (2.28), estão associados a mapeamentos ◆ 2 P que mantém inva-
riante o evento de referência o 2 M e mapeiam os outros eventos de
modo a manter o intervalo invariante em relação a o.

Como P possui estrutura de grupo, podemos usar a bijeção entre
P e O(3, 1) ⇥ V para induzir uma regra de produto neste último, da
seguinte maneira:

• Exerćıcio: Seja ' : P ! O(3, 1) ⇥ V a bijeção mencionada acima,
◆ 7! '(◆) = (◆⇤, ca), decorrente das Eqs. (2.25) e (2.27). Definindo,
em O(3, 1) ⇥ V, o produto

(◆⇤1, c
a
1) · (◆⇤2, c

a
2) := (◆⇤1◆

⇤
2, ◆

⇤
1(c

a
2) + ca

1)

— lembrando que a atuação de ◆⇤ 2 O(3, 1) em elementos de V é
dada pela Eq. (2.28) —, pede-se:

12Vale notar que, enquanto o subconjunto das matrizes ⇤R de rotação formam um
subgrupo (o SO(3)) do grupo de Lorentz próprio e ortócrono, o mesmo não é verdade para
o conjunto das matrizes de boost ⇤B, pois a composição de boosts em diferentes direções
não pode ser representada por um único boost — isso será ilustrado no Exerćıcio ¥. Esse
fato matemático tem como consequência f́ısica o curioso fenômeno chamado precessão de
Thomas, de acordo com o qual o eixo de rotação de um giroscópio em movimento circular
precessiona em torno do eixo perpendicular ao plano de sua órbita.
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Figura 3.1: Associação 's : M ! R4 induzida pela estrutura afim de M,
escolhidos um evento o e uma base {xa

µ} de referência.

região (aberta1) de M e B é uma região (aberta) de R4 —, é chamada
de sistema de coordenadas e deve satisfazer as seguintes propriedades
básicas:

(i) 'x é bijetora;

(ii) 'x é cont́ınua2;

(iii) '�1
x é cont́ınua.

Em resumo, 'x é um homeomorfismo entre A e B.3 Denotaremos
apenas por xµ 2 R4 o resultado da atuação de 'x em p 2 M: xµ :=
'x(p) (com pequenas variações para designar sistemas de coordenadas
diferentes, como exµ, x0µ, x00µ, ...). Como uma imposição adicional, nos
restringiremos, por conveniência, a sistemas de coordenadas 'x que são
compat́ıveis com a estrutura afim de M, que significa que o mapeamento
's � '�1

x é uma função bijetora de B ✓ R4 em 's(A) ✓ R4, de classe
C1, assim como sua inversa 'x � '�1

s : 's(A) ! B — em resumo,
's � '�1

x é um difeomorfismo suave entre B e 's(A).

1Não é o propósito deste curso entrar em detalhes técnicos de topologia, mas, apenas
para registro, note que a estrutura afim de M traz consigo a noção de conjuntos abertos
em M, importados da noção de conjuntos abertos em V, que, por sua vez — como espaço
vetorial real —, os adquire a partir de R4. Assim, M é naturalmente um espaço topológico,
onde faz sentido definir-se continuidade, por exemplo.

2Lembrando que uma função é cont́ınua se a imagem inversa de conjuntos abertos são
conjuntos abertos.

3Em particular, M é homeomorfo a R4 — já que 's, descrita anteriormente e represen-
tada na Fig. 3.1, é um homeomorfismo entre M e R4.
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Figura 3.3: A condição de compatibilidade de ϕx com a estrutura afim de
M impõe que ϕx ◦ ϕ−1

s seja um difeomorfismo suave entre ϕs(A) e B — ou
seja, ϕx ◦ϕ−1

s é bijetora, de classe C∞ e com inversa também de classe C∞.

3.1.1 Bases coordenadas

Uma vez adotado um sistema de coordenadas p
ϕx7→ xµ, podemos, em

cada evento p, induzir uma base de V da seguinte maneira. Seja sa :=
ψ(o, p) o 4-vetor que localiza p em relação a um evento qualquer o ∈
M. Como podemos inverter ϕx e considerar que p = p(xµ) (pelas
propriedades de sistemas de coordenadas, dadas anteriormente), esse 4-
vetor é uma função de xµ: sa(xµ) := ψ(o, p(xµ)). Portanto, calculando-
se as derivadas parciais ∂sa/∂xµ =: ∂µs

a, obtemos, em cada evento p,
um conjunto de quatro 4-vetores (um para cada escolha de µ = 0, ..., 3)
que, cada um, fornece a direção ao longo da qual apenas uma das
coordenadas xµ varia — pois ∂µs

a é tangente à curva determinada por
sa(xµ) variando-se apenas o parâmetro xµ correspondente à variável
de derivação (vide Fig. 3.4). Segue, da suavidade de sα(xµ) e de
sua inversa, que o conjunto {∂µsa}µ=0,...3 é linearmente independente,
para todo p ∈ A. A esse conjunto de 4-vetores, que denotaremos
simplesmente por {∂aµ}, dá-se o nome de base coordenada de V em
p ∈ A.
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Caṕıtulo 3

Decorando o espaço-tempo
de Minkowski

Depois de definirmos as estruturas que fazem de M o espaço-tempo de
Minkowski e de explorar algumas consequências f́ısicas que decorrem di-
retamente dessas estruturas, vamos introduzir em M alguns acessórios
que, embora não sejam essenciais, serão extremamente convenientes
para toda a análise que se seguirá. Tão convenientes que, depois de
termos trabalhado no ńıvel mais fundamental do espaço-tempo nos
caṕıtulos anteriores, a partir de agora nos manteremos quase exclusi-
vamente numa “camada” mais superficial com a qual o espaço-tempo
será coberto.

3.1 Sistemas de coordenadas

Até agora, sempre que desejávamos especificar um evento p 2 M, de
modo a poder utilizá-lo em manipulações matemáticas, t́ınhamos que
fazê-lo por meio da escolha de um evento de referência o 2 M e de
um 4-vetor sa =  (o, p) 2 V. Para especificarmos concretamente sa,
por sua vez, necessitávamos fixar uma base de V para, então, termos
suas componentes reais sµ com as quais pod́ıamos fazer contas. Ao
final desse procedimento, obt́ınhamos uma associação 's : M ! R4,

p
's7! sµ, com algumas caracteŕısticas particulares advindas da estrutura

afim de M (vide Fig. 3.1). A ideia é generalizar esse procedimento de
associar quádruplas reais xµ 2 R4 a eventos p 2 M, sem a necessidade
desses passos intermediários (em particular, sem fazer uso expĺıcito da
estrutura afim de M), mas preservando algumas mı́nimas propriedades
desejáveis. Uma associação dessas, 'x : A ! B — onde A é uma
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Ou seja, a matriz J (constrúıda com as entradas Jµ
⌫ , com o ı́ndice de

cima indexando as linhas e o de baixo as colunas) é a matriz jacobiana
de mudança de coordenadas xµ 7! x0µ(x↵). Logo,

dx0µ
a =

@x0µ

@x↵
dx↵

a (3.2)

(o que, de passagem, fornece mais uma justificativa para nossa sugestiva
notação da base coordenada dual).

Com essas leis de transformação de bases, pode-se obter a lei de
transformação das componentes de tensores:

• Exerćıcio: Seja T a1...am

b1...bn
um tensor de posto (m, n) arbitrário. Sendo

T µ1...µm
⌫1...⌫n

e T 0µ1...µm
⌫1...⌫n

suas componentes nas bases coordenadas in-
duzidas por sistemas de coordenadas xµ e x0µ, respectivamente,
mostre que elas se relacionam por

T 0µ1...µm
⌫1...⌫n

=
@x0µ1

@x↵1
...
@x0µm

@x↵m

@x�1

@x0⌫1
...
@x�n

@x0⌫n
T ↵1...↵m

�1...�n
. (3.3)

@a
0

@a
j

3.1.2 Elemento de linha

Vale notar uma diferença importante entre um sistema de coordenadas
arbitrário 'x e a associação 's induzida pela estrutura afim de M.
Sejam p1 e p2 dois eventos quaisquer, com coordenadas '(p1,2) = xµ

1,2

e 's(p1,2) = sµ
1,2. Tem-se, então,

�sa :=  (p1, p2) =  (o, p2) �  (o, p1) = sa
2 � sa

1 = (sµ
2 � sµ

1)ea
µ;

ou seja, as componentes do 4-vetor separação entre os eventos p1 e
p2 são dadas simplesmente pela diferença das componentes sµ
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Ou seja, a matriz J (constrúıda com as entradas Jµ
⌫ , com o ı́ndice de

cima indexando as linhas e o de baixo as colunas) é a matriz jacobiana
de mudança de coordenadas xµ 7! x0µ(x↵). Logo,

dx0µ
a =

@x0µ

@x↵
dx↵

a (3.2)

(o que, de passagem, fornece mais uma justificativa para nossa sugestiva
notação da base coordenada dual).

Com essas leis de transformação de bases, pode-se obter a lei de
transformação das componentes de tensores:

• Exerćıcio: Seja T a1...am

b1...bn
um tensor de posto (m, n) arbitrário. Sendo

T µ1...µm
⌫1...⌫n

e T 0µ1...µm
⌫1...⌫n

suas componentes nas bases coordenadas in-
duzidas por sistemas de coordenadas xµ e x0µ, respectivamente,
mostre que elas se relacionam por

T 0µ1...µm
⌫1...⌫n

=
@x0µ1

@x↵1
...
@x0µm

@x↵m

@x�1

@x0⌫1
...
@x�n

@x0⌫n
T ↵1...↵m

�1...�n
. (3.3)

@a
0

@a
j
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q

Figura 3.4: Representação das bases coordenadas em dois eventos, p e q.
Note que cada elemento é tangente à curva na qual apenas uma das coorde-
nadas varia (as curvas coordenadas).

A base coordenada dual a {∂aµ} será denotada, sugestivamente, por
{dxµa}, pois, pela sua definição (dxµa∂

a
ν = δµν ), os covetores dxµa satis-

fazem dxµa∂
b
µ = δba, com δab sendo o operador identidade (tanto em V,

quanto em V∗).
É importante estabelecermos como as bases coordenadas de V e V∗

mudam quando mudamos o sistema de coordenadas. Essa mudança de
bases é facilmente obtida a partir das próprias definições. Quanto à
base de V, tem-se:

∂′µ
a

:=
∂sa

∂x′µ
=
∂xα

∂x′µ
∂sa

∂xα
=
∂xα

∂x′µ
∂aα. (3.2)

Em relação à base de V∗, escrevendo dx′µa = Jµα dxαa , onde os coefici-
entes Jµα devem ser determinados, temos:

δµν = dx′
µ
a ∂
′a
ν = Jµα dxαa

∂xβ

∂x′ν
∂aβ = Jµα

∂xα

∂x′ν
⇒ Jµα =

∂x′µ

∂xα

(ou seja, a matriz J — constrúıda com as entradas Jµν , com o ı́ndice
de cima indexando as linhas e o de baixo as colunas — é a matriz
jacobiana de mudança de coordenadas xµ 7→ x′µ(xα)). Logo,

dx′
µ
a =

∂x′µ

∂xα
dxαa (3.3)
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(o que, de passagem, fornece mais uma justificativa para nossa sugestiva
notação da base coordenada dual).

Com essas leis de transformação de bases, pode-se obter a lei de
transformação das componentes de tensores:

• Exerćıcio: Seja T a1...amb1...bn
um tensor de posto (m,n) arbitrário defi-

nido em p. Sendo T µ1...µmν1...νn
e T ′µ1...µmν1...νn

suas componentes nas bases
coordenadas induzidas, em p, por sistemas de coordenadas xµ e
x′µ, respectivamente, mostre que elas se relacionam por

T ′µ1...µmν1...νn
=
∂x′µ1

∂xα1
...
∂x′µm

∂xαm
∂xβ1

∂x′ν1
...
∂xβn

∂x′νn
Tα1...αm
β1...βn

, (3.4)

onde é de extrema importância que todas as quantidades se-
jam calculadas no mesmo evento p — lembrando que, em geral,
x′µ(p) 6= xµ(p).

Note que a base coordenada associada ao sistema de coordenadas
ϕs, definido com uso expĺıcito da estrutura afim de M, é simplesmente
a base tetrada escolhida como referência, pois

∂aµ :=
∂sa

∂sµ
=

∂

∂sµ
(sνeaν) = δνµe

a
ν = eaµ;

ou seja, a base coordenada associada a ϕs é uniforme (e ortonormali-
zada) em todo o espaço-tempo.

3.1.2 Elemento de linha

Como vimos, a expressão do intervalo invariante entre dois eventos
quaisquer toma uma forma simples, dada pela Eq. (3.1), quando es-
crita em termos do sistema de coordenadas particular ϕs. Já para
um sistema de coordenadas arbitrário, o fato de as linhas coordena-
das — curvas ao longo das quais apenas uma das coordenadas varia
— não serem necessariamente linhas retas no espaço-tempo, faz com
que as componentes do 4-vetor separação entre dois eventos p e q,
∆sa := ψ(p, q), não sejam simplesmente a diferença das coordenadas
desses eventos: ∆sµ := ∆sadxµa 6= xµ(q)− xµ(p) =: ∆xµ.5 A Fig. 3.4
ilustra bem essa diferença, pois, de acordo com a representação de p e
q (e considerando, por exemplo, a base definida em p), ∆sa tem ape-
nas componente na direção de ∂a0 — logo, ∆sj = 0 —, enquanto que
∆xj := xj(q)− xj(p) 6= 0.

5Note que a expressão ∆sadxµa é amb́ıgua, pois se precisa dizer em que evento (p
ou q; ou outro) a base dual dxµa está sendo considerada. Independente dessa escolha, a
conclusão de que ∆sadxµa 6= ∆xµ é, em geral, correta.
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