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* The rate of heat conduction through a medium in a specified direction (say, in
the x-direction) is expressed by Fourier’s law of heat conduction for one-

dimensional heat conduction as:

dT T.ll

anml - = E (W)

Heat is conducted in the direction
of decreasing temperature, and

thus the temperature gradient is |
negative when heat is conducted .
In the positive x -direction.

>
X

FIGURE 2-7

The temperature gradient d7/dx is
simply the slope of the temperature
curve on a T-x diagram.
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* The heat flux vector at a point P on the

surface of the figure must be
perpendicular to the surface, and it z

must point in the direction of i f n
decreasing temperature |
i i Yy . | Qﬂ
. I

e |If nisthe normal of the isothermal 4
surface at point P, the rate of heat _ -
conduction at that point can be ST
expressed by Fourier’s law as

4« Anisotherm

: {:.J'T XYT
0, = —kA— (W)
= on
X
> ; - ; - ; — FIGURE 2-8
Q,=0Q,i +0,j +0Q.k The heat transfer vector is always
normal to an 1sothermal surface and
) — _rA aT ) — kA aT can be resolved into its components
Q= —KA, ax’ Oy = —KA, 9y’ like any other vector.
1T
0. =—kA, 2=



GENERAL HEAT CONDUCTION EQUATION MAP2320

Rectangular Coordinates

Rateof heat | /Rate ofheat| |/ Rate of change |
Rate of heat : )
conduction at | — conduction generation | _ | of the energy
. v. and z at x + Ax inside the content of
Lo “ v+ Ayv.and 7z + Az element the element
or
- . L ﬁEc]cment
':-.) + Q + Q Jr + Ax Q_'r +4y Q; + Az + Egtn. element = At (2-36)

Noting that the volume of the element is Vyjapen = AxAvAz, the change in the
energy content of the element and the rate of heat generation within the ele-
ment can be expressed as

AE e = Er v ar — Ey = malT, 4, — T)) = pcAxAYALT, 4 4, — T))
Egcn. clement — {&gcn II"‘I:cl.nrrrl.v.:l:ut Egcnﬁxﬁwam

Substituting into Eq. 2-36, we get

. - T
‘;} + Qm + ':’. {-. x+ Ax Q_-.'+ Ay ';.} .'1.;,+ Egcnﬁrﬁyﬁu = pfﬁxﬁ""ﬁ: %
Dividing by AxAyAz gives
: : : . o 0,
1 Qi — O, 1 ';. ¥+ Q 1 Qrvae — O: P
AvAz Ax AxAz Ay AxAy Az e FIGURE 2-20
Tooni—T, Three-dimensional heat conduction
pe—A__—f (2-37)

At through a rectangular volume element.



Noting that the heat transfer areas of the element for heat conduction in the
x, v, and z directions are A, = AyAz, A, = AxAz, and A, = AxAy, respectively,
and taking the limit as Ax, Ay, Az and Af — 0 yields

—mﬂ —|i£"|+*" | + ¢gn = pc 2L

dx \ yiYay ) T az\"az Pear (2-38)

since, from the definition of the derivative and Fourier’s law of heat
conduction.

1 Qa0 1 90, 1 4 a:r) 3 [ a:r)
l = _— b T — = —_——— B —
R e v TR v TG R (3

. Qv Ay T Qv aQ i '.

lim —1 e L Lo ( k&,t&z£)=—i,(k£)
Ay —0 &:{_’ﬂz ﬁ"}' ﬂ.xﬁz a‘b .&Y&7 ¥ Y a‘b | a‘ I'-._ }' ;

] Qua— Q. 0. 1 5 aT) 5[ EJ'T)
I O _pAxAy QL) = 9 (ol
w0 AxAy Az AxAy 9z AxAy | —RArAy ) = = ( 0z

Eq. 2-38 18 the general heat conduction equation in rectangular coordinates.
In the case of constant thermal conductivity, it reduces to

PT  PT PTG _ 19T

(2-39)
ﬂ*r vz k o df

where the property a = k/pc is again the thermal diffusivity of the material,
Eq. 2-39 is known as the Fourier-Biot equation, and it reduces to these
forms under specified conditions:
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(1) Steady-state: a-T N 0°T N 0°T N €gen 0
(called the Poisson equation) x>  ay* 0z’ k

(2) Transient, no heat generation. a°T N 0°T N o°T 10T
(called the diffusion equation) x>  ay*  9z¢ o« o

(3) Steady-state, no heat generation. a-T n 0°T 4 € °T 0
(called the Laplace equation) x>  ay* 0z’

PN &
X Dol

The three-dimensional heat
conduction equations reduce to
the one-dimensional ones when

the temperature varies in one
dimension only.
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Boundary Conditions

« Specified Temperature Boundary Condition

« Specified Heat Flux Boundary Condition

« Convection Boundary Condition
« Radiation Boundary Condition
* Interface Boundary Conditions

* Generalized Boundary Conditions
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Equacao de Laplace Bidimensional
5.1 Equacao de Laplace num Retangulo

Pode-se mostrar que o potencial elétrico, u(x, ), numa regido em que ha auséncia
de cargas elétricas satisfaz a equacao diferencial

o%u N *u 0
ox? = ay?

chamada equacao de Laplace. Tambem as solugoes estacionarias da equacao do
calor em uma placa,

ou  , (*u d*u
- = i _|_ ,
ot dx?  9y*

assim como as solucdes estacionarias da equacao de uma membrana elastica

92u g (aﬁu 21 )
— =1 _|_
at? dx? = oy?

satisfazem a equacdo de Laplace.



MAP2320

O problema de encontrar a solucdo da equacido de Laplace numa regido sendo co-
nhecidos os seus valores na fronteira da regido é chamado problema de Dirichlet.

Vamos considerar, agora, o seguinte problema de Dirichlet em um retangulo

( 0%u N 0%u _0
ox2 = oy?
u(x,0) = f(x), u(x,b) =g(x), 0 <x <a

[ u(0,y) =h(y), u(a,y) =k(y), 0 <y <b

A solucao deste problema é a soma das solugdes dos problemas com apenas uma das

funcoes f(x), g(x),h(y) e k(y) nao nulas (verifique!).
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uix,b)=g(x)

"4

u(0.y)=hfy) ufa,y)=kfy)

ufx,0)=fix) a

Figura 5.1 — Retangulo onde é resolvido o problema de Dirichlet



5.1.1 Apenas k(1) nao Nula

[ aﬁu+aﬁu_0
ox2 = oy2
u(x,0) =0, u(x,b)=0,0<x<a

u(0,y) =0, u(a,y) =k(y), 0<y<b

Vamos procurar uma solugdo na forma de um produto de uma fungédo de x por uma
funcao de y, ou seja,

u(x,y) = X(x)Y(y)
Derivando e substituindo-se na equac¢ao obtemos
X"(x)Y(y) = =X(x)Y" ().
Dividindo-se por X(x)Y(y) obtemos
X"(x) _ _Y'(y)

X(x)  Y(y)~
O primeiro membro depende apenas de X, enquanto o segundo depende apenas de
y. Isto s0 é possivel se eles forem iguais a uma constante
XH' (I) B Y”’(M
X(x) Y(y)

= A.
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Obtemos entdo duas equacoes diferenciais ordindrias

X"(x) —AX(x) =0, X(0)=0 (5.1)
Y'(y) +AY(y) =0, Y(0)=0, Y(b) =0 (5.2)

As condicdes Y(0) = Y(b) = 0 decorrem do fato de que
0=u(x,0) = X(x)Y(0) e 0=u(x,b)=X(x)Y(b).

A condicao X(0) = 0, decorre do fato de que

0=u(0,y) = X(0)Y(y).

Além disso
ua, y) = X(a)Y(y) =k(y)

Essa condicao sera usada para definir os termos da série depois da forma da
solucdo ser encontrada.
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Iniciando com a equacao diferencial em y, que tem as condicdes em ambos os
contornos conhecidos e homogéneos.

Y ) +AY(y) =0, Y(0) = Y(b) =0
A equacdo caracteristica: 12+ 1=0
Logo, r=+./|A]i
Sendo assim Y(y) = Cycos+/|Aly + C, sin /||y

Y(0)=C, =0

Y(b) =C,siny/|Alb=0 = J|Alb=nr ,n=1.2,..

nm . nmy
mp 1= 02 = Yn=smT




Analisando agora a equacao em X:
X (x)—2X(x) =0, X0)=0

A equacdo caracteristica nessecaso é: 1> —1=10

2.2
nem nm
Logo, 1 = +VA mascomo ] = temos r = i?

nm nm
Portanto a solucdao tem a forma: X(x) = CleTx +C, e b~

Substituindo a condi¢cdao de contorno:

X(O) - Cl‘l‘CZ: 0 » C2 — _Cl

. . nm nm
Assim: x(x) =, \leD ¥ — e %)

nm

Reconhecemos a funcao hiperbdlica: Xp = SinhTX

MAP2320
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Vamos supor que a solucdo do problema de Dirichlet seja uma série da forma

u(x,y) = g Cnlly (X, V) g Senﬂﬁenh % (5.3)

Para satisfazer a condicao inicial #(a,y) = k(y), precisamos ter

k(y) =u(a,y) Z Cp Sen HEH EEﬂ_h@ = Z [Cﬂ senh H:ﬂ} sen HT?
=] n=1

Esta é a série de Fourier de senos de k(y). Assim, pelo Corolirio 2.5 na pagina 184,
se a funcao k : [0, b] — IR é continua por partes tal que a sua derivada k’(y) também
seja continua por partes, entao os coeficientes da série sao dados por

n Senh@ b/ k(y) sen Eydy, n=123... (5.4)

Os coeficientes da série de senos de k(y) definem nia

os coeficientes da solugao by, =cp Sth



MAP2320

E?{Eﬂ‘ph:- 5.1. Vamos considerar o problema de Dirichlet num retingulo
[ 2fu N 3 _ 0

= Ei],rs1 N

w(x,0) =0 u(x2)=0,0<x <3

w0, y) =0, u(dy)=kly), 0<y<2

L 1A
| A 1A

B v, sel<y<1
HH_{E—H, sel <y<12

k(y)

A
v

a=3
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A soluciio é entido

]
u(x,y) = E f,t:auf_-]:'lﬂs:e::‘nhE
o 2 2

eI qUe cn Eﬁ{%] sa0 0s coeficientes da serie de senos de k(y), ou seja, usando a
tabela na pigina 202, multiplicando por 2 os valores obtemos:

3nm z HITY
cp senh —— = = fuk[br]sen{T'}dy

2

fsen LT 123
- ——=_ n=1213...
nimd

HT
EEEI‘IT

KT

- n=1223...
n=7-senh —

I:.l'!:

Entretanto coeficientes de indice par sio nulos:

o =0
f 8(-1)
H+1 = :
(2k + 1)2m2 senh 22T
Portanto a solucio é dada por
8 = senfE Ty M ITX
wix,y) = F::E nzsenh%ﬂ sen — nl-|.—2
] _qiW
_ %‘E (—1) en [2n+1]|:rysenh (2n +1)mx

n=0 (2n + 1)2 senh —2—3[2“"'1]” 2 2
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Figura 5.2 — Solucao do problema de Dirichlet do Exemplo 5.1

tomando apenas 3 termos ndao nulos da série
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5.1.2 Apenas /1(1/) nao Nula

[ 9%u _|_82u
dx?  ady?
u(x,0) =0, u(x,b) =0, 0<x<a

( u(0,y) =h(y), u(a,y) =0,0<y<b

Vamos procurar uma solucdo na forma de um produto de uma funcao de x por uma
funcao de y, ou seja,

u(x,y) = X(x)Y(y)
Derivando e substituindo-se na equacao obtemos

X"(0)Y(y) = =X(x)Y"(y).

Dividindo-se por X(x)Y(y) obtemos

X"(x) _ _Y'y)

X(x)  Y(y)
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O primeiro membro depende apenas de X, enquanto o segundo depende apenas de
y. Isto so é possivel se eles forem iguais a uma constante

KH[:I) _ Y”U}'}
X(x) Y(y)

Obtemos entao duas equacdes diferenciais ordindrias

= A.

X"x)—AX(x)=0, X(a)=0 (5.5)
Y'(y) + AY(y) =0, Y(0) =0, Y(b) =0 5.6)
As condicoes Y(0) = Y (b) = 0 decorrem do fato de que
0=u(x,0) = X(x)Y(0)e 0=u(x,b)=X(x)Y(b).

A condicdo X(a) = 0, decorre do fato de que
0= u(a,y) = X@)Y ().

Além disso

u(0,y)=X(0)Y(y)=h(y)
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A equacao (5.6) com as condig¢des de fronteira foi resolvida no problema do calor em
uma barra com condi¢des homogeéneas - equacao (3.1) na pagina 276 - e tem solucao
ndo identicamente nula somente se

n2

A= R

paran =1,2,3,...

e a solucdo é da forma

Y(y) = c1 sen Hﬁy, n—=1273...

b
Substituindo-se A = ”iﬂz na primeira equacao diferencial obtemos
n*m?
X"(x) — 7 X(x)=0.

Esta equacdo tem solucao geral

Fy Mt

X(x)==¢Ce7 0" 00"



MAP2320

Mas podemos escrever a solucdo geral na forma

Mt 1T Fi T T

T
X(x) =c1eB % B  +cpe” 5B X =cre” b ¥ fopeh (¥,

que com a condicdo X(a) = 0 tem solucdo (verifique!)
X (x) = cp(eF =0 — o= (x—0)) = ¢, senh(%(x —a)).

Logo o problema formado pela equacdo de Laplace e as condicdes de fronteira
u(x,0) = u(x,b) =0,para0 < x < aeu(ay) =0, para0 < y < b, tem solugdes
fundamentais

n (X, ) = X(x)r(u}—sen¥senh( (x —a))

Vamos supor que a solucao do problema de Dirichlet seja uma série da forma

Z Cply (X Z Cy sen n:;‘y nh(?(x —a)).

Para satisfazer a condicao inicial #(0,y) = h(y), precisamos ter

nra

h(y) =u(0,y) = — Z C, Sen —— ny senh —— = — Z [.;ﬂ senh H?‘f&'} niy
=1

sen ——.
b

b b b
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Esta é a série de Fourier de senos de h(y). Assim, pelo Corolirio 2.5 na pagina 184,
se a funcdo ki : [0, b] — R é continua por partes tal que a sua derivada i’ também seja
continua por partes, entdo os coeficientes da série sao dados por

—a::‘ﬂsenhm = bj h u}ﬂennﬁydlf, n=1,273..
Podemos evitar o sinal negativo se escrevemos
= ny
u(x,y) =Y u,(x,y) = E Cn senTsenh( 7 (.:I —x)) (5.7)
n=1 =1
e neste caso
nea 2 [P Nty
¢y senh 72 — —f h(y)sen(¥)dy, n=1,2,3. . (5.8)
b b Jo b
Os coeficientes da série de senos de h(y) definem nia

os coeficientes da solugao by, =cp Sth
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Exemplo 5.2, Vamos considerar o problema de Dirichlet num retingulo

Pu Pu_
dxs oyt

uix,0) =0 wix,2)=00<x<3
w(0y) =hiy), w3, v) =0, 0<y<2

_ y, sel=y=1
h[]’r]_{i—],r, sel <y<2

h(y)

v

A

a=3
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A solucio é entdo

o
nix,y) = Cir sen%senh{%ﬁ—x}}
n=1

em que cy senh 3"% } sio 0s coeficientes da série de senos de h(y), que s30 0s mesmos
da func¢io k(y) do Exemplo 5.1 na pégina 427, ou seja,

Inm S T
cnsenh(Z5T) = ){rfrtg;s.en{—iz \dy
8sen &
— =1223...
Tt T
E T
on = 2o, n=1,2,3
n=- senh =5¢
Cha ainda,
co =0
) 8(—1)k
+1 = :
(2k + 1)272 senh 22T
Portanto a solugio é dada por
©  sen &T n Ty M 7TX
f - vl - h—
uix, y) ?rlﬂglnzsenh—r?““ =
o . L R
_ %E (—1) en [En_l-“n'hrsenh (Zn+ 1)m(3 — x)

n=0 (2n +1)2 senh 22T - -
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Figura 5.3 — Solucdo do problema de Dirichlet do Exemplo 5.2
tomando apenas 3 termos nao nulos da série
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