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1. Maximos e Minimos relativos

- Seja f(x,y) ,0ponto (x9,¥9) € Df € um ponto
de maximo relativo de f(x,y) se existir uma bola aberta
de centro (xo,y, ) € raior, tal que, para todo P(x,y) € Df

situado no interior dessa bola aberta, tem-se:

fx,y) < f(x0,Y0)

« Sef(x,y) = f(x0,¥0), €NtGO f(X0,Y0)

€ um ponto de minimo relativo.

Figura 11.1: Pontos de méximo de uma funcéo.
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Figura 11.2: Ponto de minimo de uma funcéo.
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2. Pontos criticos

« Os pontos (a,b) € Df , para os quais f,(a,b) =0 e f,(a,b) =0

v 12

sdo denominados pontos criticos de f(x,y).

» Os pontos criticos de f(x,y) sado candidatos a

ponto de maximo ou de minimo de f(x,y).

« Suponha que f(x,y) possua um maximo relativo em (a,b).
Entdo, a curva formada pela interseccao da superficie z = f(x,y)
com o plano vertical y = b, possui um maximo relativo;

portanto, possui uma tangente horizontal em x = a.
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2. Pontos criticos (continuacso)

.'6/ A ¥ 4 ) v
« Como a derivada parcial f,(a, b) € o coeficiente angular dessa
tangente, segue que f,(a, b) =0. i f(m L,\)
« Analogamente, a curva formada pela interseccao /"‘ \\ Tﬁ“hh\@
da superficie z = f(x,y) com o plano x = a, possui um \\ X}N

maximo relativo em y = b; logo f,,(a,b) = 0.

 Entao:

» O ponto (a,b) € D¢, para o qual:

fx(a,b) =0 e f,(a,b) =0 , denomina-se ponto critico de f(x,y) = candidato a ponto de maximo ou minimo relativo.

ACH 4553 - Calculo Il _ MKT EACH



2. Pontos criticos (continuacso)

Como saber se 0 ponto critico é ponto de maximo ou de minimo ou sela?
» Utilizar as derivadas parciais de 22 ordem.

« Suponha gue (a.b) seja um ponto critico da funcéo f(x,y) e a matriz hessiana no ponto (a,b) dada por:

fx(@b) fiy(a,b) |
A= @) fyb)

* O determinante de H(a,b) é dado por:

D = fix(a,b). fyy(a,b) - fyy(a,b). fyx(a,b) ~
 Entao: \

> SeD >0 e f,.(ab) <0= (a b)é pontode maximo de f(x,y);

» SeD>0 e f,(ab)>0= (a, b)é ponto de minimo de f(x,y);
» Se D <0 = (a, b) é ponto de sela de f(x,y);

> Se D =0 = nada é possivel declarar. R -

ACH 4553 - Calculo Il _ MKT EACH



Agenda

3. Exemplo

Referéncia:
Cap 11:

MORETTIN, P.A.; HAZZAN, S. e BUSSAB, W.O. Calculo — Func¢des de uma e varias variaveis. Sao Paulo: Editora Saraiva, 32 ed, 2012.

ACH 4553 - Calculo Il _ MKT EACH



3. Exemplo

« Seja f(x,y) = x? + y? . Classifique os seus pontos criticos.

1) Calcular a condicéo de primeira ordem (CPO), ou seja calcular as derivadas parciais, igualar a zero e resolver o
sistema:

» Calculando as derivadas parciais:
fi=2x=0 = x=0
» Na&o precisa resolver sistema nesse caso, a solucéo € mais simples: (0, 0)

Existe apenas um ponto critico nesse exemplo: x =0. ou (0,0)

2) Encontrar a ordenada y da cada ponto critico: ja foi encontrado no item 1);
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3. Exemplo (continuagao)

« Seja f(x,y) = x? + y? . Classifique os seus pontos criticos.

3) Para verificar se os pontos criticos sao pontos de maximo relativo, minimo relativo, ponto de sela ou nenhum dos
anteriores: calcular as derivadas parciais de 22 ordem e o determinante da matriz hessiana. (CSO = condicao de 22

ordem)

» Calculando as derivadas parciais de 22 ordem nos pontos criticos:

Lembrando que as derivadas parciais de 12 ordem sao:

fr = 2x fy =2y

As derivadas parciais de 22 ordem no ponto critico (0,0) sé&o:

* fuw=2 => f1x(00)=2 * fy=2 = f,4(0,0)=2
* fiy=0 = £y(0,0)=0 * fHx=0 => f14(0,0)=0
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3. Exemplo (continuagao)

« Seja f(x,y) = x? + y? . Classifique os seus pontos criticos.

3) Para verificar se os pontos criticos sao pontos de maximo relativo, minimo relativo, ponto de sela ou nenhum dos
anteriores: calcular as derivadas parciais de 22 ordem e o determinante da matriz hessiana. (CSO = condicao de 22

ordem)

» Construir a matriz hessiana para cada ponto critico e calcular o respectivo determinante:
« ponto critico (0,0):

fer(@b)  fiy(@,b)
HED) = |r (@ b) fylab)| ™ OO

=> H(0,0) =

fex(0,0)  Fiy(0,0) 2 o _ _
fYX(O'O) fyi(0,0) B ‘0 2‘ =>D(0,00=2.2-0.0=4
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3. Exemplo (continuagao)

« Seja f(x,y) = x? + y? . Classifique os seus pontos criticos.
4) Analisar o sinal do determinante D(a.b) e de f,,, para cada ponto critico:
» Ponto critico (0,0):
D(0,0) >0 e f,x(0,0)>0 =>

(0,0) € ponto de minimo relativo
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4. Exercicio

- Classifique os pontos criticos da funcéo f(x,y) = x3 —y3 + 6xy.

1) Calcular a condicéo de primeira ordem (CPO), ou seja calcular as derivadas parciais, igualar a zero e resolver o
sistema:

» Calculando as derivadas parciais:
fr=3x>+6y=0
fy=-3y*+6x=0

> Resolvendo o sistema:

3x2+6y=0 (1)
-3y +6x=0 (2)

_3x2  _y2 .2
Partindo da equacéo (1): y = 36x = ;C e substituindo na equacéo (2): —3(%)2 +6x=0:

—3x* . o4 . _ 3 oy —-3x=0 e x=0 e x=0 e
2 +6x=0 > -3x"+24x=0 = —3x.(x 8)—0=>(xg_8)=0 = 3-8 = X =2

Entéo, existem dois pontos criticos nesse caso: x =0e x = 2.
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4. Exercicio (continuacio)

_3x2 2

2) Encontrar a ordenada y de cada ponto critico substituindo em y = — =

—X
2 .

—x* _ —(0)? -
a) quandox=0=>y= > = > = 0 => ponto critico: (0,0)
-x? _ —(2)? .
b) quandox=2=> Y = > = > = -2 (atencdo para o sinal) => ponto critico: (2,-2)

3) Para verificar se 0s pontos criticos sdo pontos de maximo relativo, minimo relativo, ponto de sela ou nenhum dos
anteriores: calcular as derivadas parciais de 22 ordem e o determinante da matriz hessiana. (CSO = condicao de 22

ordem)

» Calculando as derivadas parciais de 22 ordem nos pontos criticos:

Lembrando que as derivadas parciais de 12 ordem sao:

fr=3x*+6y =0 f,=-3y*+6x=0

a) As derivadas parciais no ponto critico (0,0) sao:

* fix=6x => £,,(0,00=6.0=0 * fyy=-6y => f,,(00)=-6.0=0
* fiy=6 => fy(0,0)=6 * fix=6 => £,,(00)=6
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4. Exercicio (continuagio)

3) (continuacdo) Para verificar se 0s pontos criticos sdo pontos de maximo relativo, minimo relativo, ponto de sela
ou nenhum dos anteriores: calcular as derivadas parciais de 22 ordem e o determinante da matriz hessiana.

» Calculando as derivadas parciais de 22 ordem nos pontos criticos:

Lembrando que as derivadas parciais de 12 ordem s&o:

fe =3x*+6y=0 f,=-3y>+6x=0

b) As derivadas parciais de 22 ordem no ponto critico (2,-2) sao:

e« f.=6x => £, (2,-2)=6.2=12 * fHy =6y = f,(2,-2)=-6.(2)=12
* fy=6 = fy(2,-2)=6 © =0 = (2,72)=6

» Construir a matriz hessiana para cada ponto critico e calcular o respectivo determinante:
a) ponto critico (0,0):

fxx(a,b)  fry(a,b)
fyx(a,b)  fyy(a,b)

fex(0,0)  fxy(0,0)

= HOO= e (00) £,(00)

> H(0,0) = ‘g g => D(0,0) = 0.0 — 6.6 = - 36

H(a,b) =
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4. Exercicio (continuacio)
3) (continuacgao)
» Construir a matriz hessiana para cada ponto critico e calcular o respectivo determinante:

b) ponto critico (2, -2):

fxx(a,b)  fyy(a,b)
fyx(arb) fyy(arb)

fxx (2, =2) fxy(zl_z) _

H(a,b) = r2-2) fy@-2)| 7

=>  H(2,-2)= H(2, -2) =

‘12 6‘:>
6 12

=>D(2,-2)=12.12-6.6 =144 - 36 = 108
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4. Exercicio (continuacio)
4) Analisar o sinal do determinante D(a.b) e de f,, para cada ponto critico:
a) Ponto critico (0,0):

D(0,00<0 => (0,0) é ponto de sela (n&o precisa checar o sinal de f,,)

b) ponto critico (2, -2):

D(2,-2) >0 e f,,(2,-2)>0 => (2,-2) é ponto de minimo relativo
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