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Questao 21

1134—21‘
a) flz,y)= %

of (8 —ylay — 22 —ay+ 1)y  Sa'y —22'y—y

dx (xy)? 2%y’

0 6t — 1

L of 6u” ~1

or x2y
of  (—x)ay— (22" —axy+ 1)z  —a?y—22°+a%y—u
dy (zy)? B 2y’

0 —2x* —

Ay zy?

b) fla,y) = arctg(%)

of 11
or vy 1+ ()
of __y
or  x2+ 32
of 9 1
T
oy~ TGy
of = -z
Oy a?+y?
c) flx,y) = sen(z® - y*)
of _ 2.3
5 = 2xcos(x” — y°)
of _ .5 2 3
oy 3y“cos(z” — y°)

d) f(z,y)=[)g(t)dt

Do Célculo 1, temos:
d
— t)dt = g(t
= [ gt = g0

Se nos limites da integral tivéssemos fungoes, o Teorema Fundamental do Célculo teria
validade da mesma forma, mas com a aplicacao da derivada sobre a primitiva calculada
nos limites de integracao.

Como estamos trabalhando com uma func¢ao f de duas variaveis definida pela integral
de uma funcao de g de uma s6 variavel (t), as derivadas parciais de f seguirdo os principios



do Teorema Fundametal (Calculo 1). Para ficar mais claro, suponha que a primitiva da
integral de g(t)dt seja uma funcao p(t). Teriamos entao:

fla,y) = [p)h=!
Portanto,
[z, y) = py) — p(z)

Encontrando as derivadas parciais de f, temos:

of _ 9lply) — p(z)]

oxr ox
Como p(y) é fungao apenas de y, esse termo é constante para a derivada parcial em
relagao a x e entao % = 0 (derivada de constante é zero). Sobra entao:
O[—p(z)]
ox

Como definimos p(x) como a primitiva de g(¢) calculada em x, o que estamos fazendo
agora ¢ derivar a integral de g calculada em x. Em analogia com o resultado expresso
pelo Teorema Fundamental do Calculo, o resultado dessa operacao é:

drtal
Portanto: P
ai = —g(z)

Da mesma forma:

af _ dlply) — p(x)]

dy dy
Note que p(z) é fungao apenas de x e esse termo é constante para a derivada parcial
em relagao a y e entao 8[’(;7(;” = 0 (derivada de constante é zero). Sobra entao:
o/ _ olp(y)
Ay Ay

Estamos derivando a integral de g(t) calculada em y (p(y)). Logo, em analogia com o
Teorema Fundamental do Calculo, obtemos a propria fungao g calculada em y:

Ip(y)]

9y 9(y)
Portanto:
OF _ g(y)

e) f(x,y,Z) = \/m = (x2 _|_y3 _ 24)1/2



£) f(2,y, 2 u,v) = ayzuty

gi = yzuv?
ggj = zzuv?
g = ayu’v?
gi = 2zyzuv?
gi = dzyzu’vd

Questao 22

F(z,y) =2 + sen(nz)[z? + sen(z +y) + e"cosy]
A derivada parcial de f em relagdo a y é:

af Oz + sen(mz)[2? + sen(x + y) + e*cos?y]]

dy dy

Como a derivada da soma é a soma da derivada, reescrevémos:

of a[xﬂy] d[sen(rz)[z* + sen(x + y) + e"cos®y]]]
= = +
dy  Jy y




Analisando a primeira parcela da funcao f(z,y), note que podemos escrevé-la da
seguinte maneira:

xm’cy _ eln(:p‘” ) — ez"yln(x)
Logo:
Y Y
oy Oy

Agora temos que aplicar a Regra da Cadeia. Seja u(z,y) = 2%’ In(x). Temos que:

Ale™ @] geu Hu O™ In(2)] ¥ O[]
oy ou Oy c Jy c n(w) dy
Aplicando ao ponto (1,2), temos:
o[z

6112ln(1) . ln(l)

Sem precisamos efetuar essa derivada parcial que sobrou, sabemos que o resultado
disso tudo serd zero, pois (n(1) = 0 e (n(1) multiplica toda a expressao.

Agora analisando a parte restante da expressao de f(z,y), temos:

Olsen(mz)[z? + sen(z + y) + e®cos?y]]
dy

O[z? + sen(x + y) + e"cos?y]
dy

= sen(mzx) -
Sem efetuarmos a derivada parcial, podemos aplicar o ponto (1,2) na expressao fora
da derivada. Obtemos entao:

d[sen(rz)[x® + sen(z + y) + ecos?y]]
dy

O[z? + sen(z + y) + e“cos?y|
Iy

=sen(m-1)-

Sabemos que sen(7-1) = sen(m) = 0 e esse termo multiplica toda a expressao seguinte.
Assim, temos que no ponto (1,2):

Olsen(mz)[z? + sen(z + y) + e"cos?y|]

=0
dy

Portanto,
of

Questao 23

a) f(z,y)=2x+3y* P=(2,1,f(2,1))

170:2 y():l



Como a interseccao é com o plano x = 2, o coeficiente angular da reta sera dado por:

af af
=—(2,1
ay ('1707?/0) ay( ) )
af of
— =6 —(2,1)=6-1=6
Portanto, o coeficiente angular da reta é 6.
b)
Ty = 2 Yo = 3

O coeficiente angular da reta da intersec¢ao de f com o plano y = -1 serd dada pela
derivada parcial de f em relagdo a x no ponto dado:

of _
or

Portanto, o coeficiente angular da reta é 2.

c)

2 V(x,y) € R?

O plano tangente & f(x,y) no ponto (zo, Yo, z0) é dado por:

2z =20+ fo(®o,y0) - (z — x0) + fy(x0,y0) - (Y — vo)

Onde f, ¢ a derivada parcial de f em relagao a x e f, ¢ a derivada parcial de f em
relacao a y.
O ponto em questao é (2, —1, f(2,—1)), assim:
r0=2, yo=-1 z=f(2-1)=2-2+3-(-1)*=7
fy=6y= f,(2,—-1)=—6
A equacao do plano tangente entao sera:
z2=T74+2(x—-2)+(-6)(y—(-1)=2=T7T+2x—-4—6y —6
Portanto:
z=—=3+42x — 6y
Questao 24

Observagao: Lembre-se de que o vetor gradiente de uma fungao f(x,y, z) é dado por:

_(of of Of
V= (aaya>



a) f(v,y,2) =Va2+y?+2°

af 1

T

— =2 =
Ox 2V + 2+ 22 a2yt + 22

of 1

Y

-2 =9 —
oy NIt VPt e L2

of 1

z

9z 22\/x2+y2+22 VR

Portanto, o vetor gradiente de f é:

Vf-( - Y

z
\/:132+y2+227 \/x2+y2+22’ \/$2+y2+22>

b) f(x,y,z) = zarctg(y + z)

ox
g_ 1

dy 1+ (y+ o)

of 1

9z T (y+op

Portanto, o vetor gradiente de f é:

o _ arctg(y + z)

Vf= (arctg(y + 2)

2

c) flz,y)=e""¥

6f o 22 —y?
e 2ze
af _
) W
dy ye

Portanto, o vetor gradiente de f é:

i X
14 (y+2)27 1+ (y + 2)?

Vf= (291763”2_‘”2, —2ye$2_y2)

Questao 25



Seja g(z,y) = x — cy. Portanto, temos que u(z,y) = f(g(x,y)). Antes de aplicarmos
a Regra da Cadeia, vamos avaliar as derivadas parciais de g em relacao as suas variaveis:

dg _ lz — eyl 1
ox ox
99 _Olw—cy] _
dy dy

Aplicando a Regra da Cadeia, temos:

u o Ou_of of 99 _0f , _0f

" 0x 0x 0g Ox Og = Og
W 0u_0f_of 9 _of . o
Y9y 0y dg Oy Og Oy

Entao teremos:

uy—l—cul,:—c-a—f—i-c-g—o

dg dg

Como se queria demonstrar.

Questao 26

a) z(t) = f(z(t),y(t))
dz  Ofdx  Ofdy
dt — dxdt ' Oy dt

2= 58 0+ 5y )

Sendo o vetor gradiente de f dado por:

_(of Of
Vi= (aay>

Podemos escrever a expressao de 2/(t) como:

() =Vf-(@'(t),y ()
b) (i) z=tg(a®—y), z(t)=2t y(t)=*¢

Note que:

flz,y) = tg(a® 4+ )

As derivadas parciais de f sao:



of

Ox
OF _ goc(x?
8y—sec (z*+ )

Portanto o vetor gradiente de f é:

=21 - sec*(2® + 7))

Vf = (21 -sec*(a* +y),sec?(x® + 1))

Substituindo x e y em func¢do de t de acordo com suas leis, temos:

Vf=(2-2t-sec?((2t)? + 1%, sec?((2t)* + 1?) = Vf = (4t - sec®(5t?), sec*(5t?))
As derivadas de x e y em relagao a t sao:
Zt)=2 e y(t)=2t
Logo, 2'(t) é:
2 (t) = (4t - sec®(5t%), sec®(5t%)) - (2,2t) = 8tsec®(5t%) + 2tsec® (5t%)

2 (t) = 10tsec?(5t%)

(i) z=7, z(t)=e", yt)=Ind)

Note que: .
[l y) = y
As derivadas parciais de f sao:
of 1
or y
of —=x
dy v

Portanto, o vetor gradiente de f é:

-3
Yy y

Substituindo x e y em func¢do de t de acordo com suas leis, temos:

“ = (i o)

As derivadas de x e y em relagao a t sao:



Logo, 2'(t) é dado por:

o (e )5

Questao 27

a) h(u,v) = f(z(u,v),y(u,v))

Note que a funcao h é igual a funcao f. A diferenca estd no fato de que h depende
diretamente das variaveis u e v, enquanto que f é uma funcao que depende das composta
de x(u,v) e y(u,v) (no fundo f é funcdo de u e v). Assim, alicando a Regra da Cadeia:

oh_of _of ox 0 oy
ou Ou Or Ou Oy Ou
Oh _of _0f 0z  Ofdy

9 v dr dv " ayow
b) f(x,y):1+$2_y2, fL’(U,U)ZU,—U, y(u,v)=u+v

Note que:
of of
—=2r —=-2
ox ¢ oy Y
Ox Ox
— =1 —=-1
ou v
Ay Ay
—=1 ==1
Ju ov
Substituindo na Regra da Cadeia do item (a) :
af of
— =2r-14+(-2y)- 1= —=2xr—2y=2(x —
5y = 221+ (=2y) 1= o0 =20 -2y =2(z —y)
Substituindo x e y pelas respectivas associagbes com u e v:
0 0
8£:2(u—v—u—v):>a£:—4v
Agora calculando a derivada parcial em relagao a v:
0
OF _ gp (1) + (=29) - 1 = —2(x + )
v
Substituindo x e y pelas respectivas associa¢des com u e v:
0 0
ajjz—Q(U—v—i-u—Fv) :az}rz—élu



c) flz,y)=1—422+9y* x(u,v) = 2ucos(v), y(u,v)= 3usen(v)

Note que:
gi = 8z g;‘-‘ = 18y
gz = 2c0s(v) gi = —2usen(v)
gz = 3sen(v) g‘z = 3ucos(v)

Substituindo na Regra da Cadeia:

gf = (—8x) - 2cos(v) + 18y - 3sen(v) = —16xcos(v) + bdysen(v)
u
Substituindo x e y pelas fungoes x(u,v) e y(u,v):
of of ) 5
v —16c0s(v) - 2ucos(v) + 54dsen(v) - 3usen(v) = . —32ucos”(v) + 162usen®(v)

Agora analisando a derivada parcial de f em relagdo a v por meio da expressao deduzida
no item (a):

af _
v

Colocando x e y em fungao de u e v:

(—8x) - (—2usen(v)) + 18y - 3ucos(v) = 16zusen(v) + bdyucos(v)

of of

o 16usen(v)-2ucos(v)+bducos(v)-3usen(v) = o 32usen(v)cos(v)+162u’sen(v)cos(v)
v v
= gij = 194u*sen(v)cos(v)
Questao 28
a)
Para (z,y) # (0,0):
af 9 2y | 3% +¢P) — a7 62 N
ox 0w |5 +y2| 7 (25 +92)2
of  3x%y® —3a%y
or (a6 + y2)2
e
of 0| @y |_ 5 2+y—y-2
oy Oy |25 +y2| (25 +92)2

10



of 2 —ay?
dy (a5 + y?)?

Portanto, temos o vetor gradiente de f:

_(of oOf (32 — 3aBy 2 — a¥y?
V= (537’ 5’?/) wVI= ( (€0 +¢2)2 7 (a8 + y2)?

— 2%y

)

Sendo U = («, ) vetor unitério:

of

2,3 9.8 9 3,2
ag:vf.vzg<?wf> 5(@“@

(.1'6 + y2)2
b)

Para (x,y) = (0,0), precisamos calcular as derivadas parciais pela definigao:

91 0,0) = timy 180 = SO0, 070,
or z—0 xr—0 z—0
ay y—0 y—0 y—0 gy
Portanto, temos:
of _ . of 9 .01 =
9% « 3y(070) + 0 ay(0,0) =0
Questao 29
a) flzy)=zy—a+y, v=(11), P=(11)

felz,y) =y —1= f.(1,1)=1-1=0
Ly =c+1=f,(1,1)=1+1=2

Agora analisando o vetor v, temos que seu modulo é dado por:
7] =VI2+12 =42

Como pudemos ver, o vetor ' nao é unitario. Precisamos encontrar o vetor unita-
rio correspondente para aplicarmos a féormula do produto escalar do versor com o vetor
gradiente. Assim, fazemos:

Agora podemos aplicar a formula e avaliar a derivada direcional:

of _
o7

B =10- (fx(la 1)7fy(17 1)) =

2
V2

11



b) f(z,y) =In(z* +y* +4), 6:(%,2\/5), P =(1,0)

2z 2-1 2
Wy = g = L0 = = T
493
fy<$7y): x3+y4+4 :>fy(170)20

Analisando o vetor v, vemos que ele nao é unitario. Precisamos encontrar o versor a
ele associado. O primeiro passo é calcular seu modulo.

|27|:\/(\/_) (2v/5)2 +2 5_\/W

B (mm)

Assim:
af 2 110 of 2
57 = (1,0, £,(1,0)) - 0 (5’()) ‘ (mﬁ) 97 5yI01
(1,1,1)

c) f(:c,y,z)z#jfﬂ, v=(2,2,0), P=

)

122 +yt+1) — 22(z — ¢¥) P+1t+1-2-1(1—¢")

z\4y Y, = == Jz 171;1 =
2 1
= f(1 1) = 2
9
—e¥(x® +yt+ 1) — 4y3(x — ev) (12 +114+1)—4-1(1 —¢')
- = f(11,1) =
Julw.y.2) (@2 + y* +1)? fy(1,1,1) 12+ 14+ 1)
—4
= f,(1,1,1) = -

Por fim, como f(z,y, z) ndo depende de z, temos:
f:(1,1,1) =0

Analisando o vetor ¢, vemos que ele nao é unitario. Encontrando o versor correspon-
dente, temos:

= VET R = VB =2v2

oD ()
’U

12



Logo, temos:

of . <2e+1 e—4 > 1 1 2e+1 e—4
a- x171717 171a17 z17171 U= ) 70 7a770 =
o = (G041, A1, )0 = (20 E0) (5 ) =Bl

af 3e—-3 e—1

= = = =
v 92 3v2

Questao 30

Obs: A diregdo em que uma funcgao decresce mais rapidamente é a diregdo contraria
do vetor gradiente da fun¢do no ponto. Chamando de @ o vetor que designe a direcao

desejada, temos:

b) @ =-Vf(1,0)=(—%,0)

¢) @=-Vf(L11)=(Z" 150
Questao 31

a)

=
(2%y)? Oa? 3y

Pf 9 [6x' —1]  2awy(62' —1) —24a°(2%y)  °f 122" +1
ox? Oz y |

T2

f 9 [-22'—1] —2ay(—22"—-1)  &°f 4da'+2
dy* By () oy>  ayd
Como f é no minimo de classe C?, as derivadas mistas de segunda ordem sdo iguais.
Basta fazer uma delas entao.

xy?

0 f B g —2x% —1 B —823(zy?) — y*(—22* — 1) N o*f B —62* +1
oxdy  Ox xy? N xy?)? oxdy  x2y?
?f —6x*+1
= e
0yox x2y?
b)
Ff_o0 y |_ —y2w f_ 2wy
0x?  Ox |22+ 92| (22 4+92)2 " 0x2 (a2 +y?)2

Pf 0 [ —x ] 2y (—x) | O°f 2xy

- Y = — = =
ayQ ay x? + y2 (132 + y2)2 ayQ (.’,U2 _|_y2)2

13



Como f é no minimo de clase C?, as derivadas mistas de segunda ordem sao iguais e
entao basta fazer uma delas:

Pf 0 —x | —l@®+y?) — 2(—n) N f  at—y?
0xdy  Ox |x2 +1y2| (2% 4 y2)? 0xdy (22 + y?)?

O f 2?2 — g

= oyoxr (22 + y?)?

*f 9 2 .3 2 _ 3 2_ .3
Tz = By 2rcos(@” —y7)] = 2eos(a” —y°) + 2u - (~2wsen(a” — 7))
0 f
9 2 B) — dg? 2 _ 3
= 2 cos(z® —y°) — dx"sen(x* — y°)
*f 0 2 2 _ 3 2 _ 3 2 2 2 _ 3
L = S gtcosla? = o)) = ~6ycos(a? = )+ (397) -ByPsen(s — )
0*f
= a7 —6ycos(z? — y*) — 9y'sen(z® — y°)
82f 0 2 3 2 2 3 82f 2 2 3
D00y ay[ xcos(x® —y°)] = 2z - 3y sen(z” — y°) = 900y 6zy“sen(z® — y°)

Como a funcdo é no minimo de classe C?, as derivadas parciais mistas de segunda
ordem sao iguais e portanto:

aa;gx = 6ay’sen(z® — y*)
Q)
g
ZZJ; = aay[g(y)] ZZJ; =)
o) =0
o g =0

14



32 3_24
N f_ Yy

0 @ P ANE TP
NN Ry e SN VS
ﬁ B 2 3y2 B §2y 2v/x + Yy y4 3y 5 ,—x2+y3—z4
0y? Oy |22+ y? — 2* 2 (Va? +y3 — 24)?
N f 3 (y* + 4yz? — 4yz*)
Oy 2 222+ yd — 24) a2 + 3 — 27)
Aplicando o mesmo raciocicio (regra do quociente e rearranjo dos termos), obtemos a

derivada parcial segunda em relacao a z e as derivadas mistas:

>’fr_ 9o —27° N f  —2(32%2% 4 32%y° — 29)
022 0z |22+ yS — 27 022 (22 + 1P — 2E2 + P — 21

Sendo f no minimo de classe C?, temos a igualdade entre as derivadas parciais de
segunda ordem mistas.

*f 0 x N > —3xy?
oyor Oy |22+ y3 — 27 Oyozr — 2(x2 4 y3 — 21)3/2
0% f —3zy?

= Oxdy B 2(x2 +y? — 24)3/2
*f 0 x N ’>f 2023
Vaiz+yd =2t 020x  2(x2 + y3 — 24)3/2
0% f 2x2°
= =
0xdz (2?4 y® — z4)3/2
*Pr 9 —223 N *Pr 32392
ooz Oy | Va2 +y3 — 2° Oydz (a2 4 y3 — 24)3/2
N a2f _ 3233/2
020y (22 4 y3 — 21)3/2

0z0r 0z

f)

O f
—= = —[yzuv

ox?2 Ox
o0 f

0y? B dy
*f 0 24) O’ f

—5 = —[zyuv

022 0z

15



>’f 9 2.3 ’f 22
a5 = 5 [dryzutvt] = 5 = 12zyzutv
v v ov
Perceba que teremos 120 derivadas mistas de segunda ordem (temos uma funcao f
dependente de 5 varidveis distintas). Logo, deixarei explicitas as derivadas parciais apenas
que envolvem a variavel x. O raciocinio é o mesmo para as demais derivadas mistas e
nao se esqueca de que as derivadas mistas com as mesmas variaveis apenas trocadas sua

2 . . ~ -
ordem (ex: O ¢ O°F ) serdo iguais pois essa funcao é no minimo de classe C?.
Ozxdy ~ dydx

0 f
0xdy

= ZU2U4

0 f
900y a—x[:ﬁzu v =

82
oudx
o*f B 0 f

ordv  Ox

=

[22yzuv?] = 2yzuw

o*f
Ox0v

3

[Aryzuv?®] == = dyzu’v

Questao 32
U(z,y) = e “cosy + e “seny

v _ —e “(cosy + seny) = CU_ 9
or Y Y o2 Ox

[—e " (cosy + seny)]
o
O0x?
ou *U 0

o = e “(—seny + cosy) = 7 = a—y[e_x(—seny + cosy)|

= e “(cosy + seny)

LU
oy?

Entao, naturalmente, segue que:

e *(—cosy — seny)

16



PU LU
oz Oy
Questao 33

e “(cosy + seny) + e *(—cosy — seny) = 0

u(z,t) = e sen(5)

0
8—1; = —25¢ *'sen(5z)
= uy, = —25¢ ' sen(5zx)
_Ou oy _ O o _ 25t _
Ug = o€ 5cos(br) = Uy = 5 [e™*" - 5cos(bx)] =e " - 5.5 (—sen(bz))
x x
= Uy = —25€ P sen(5x)
Portanto, percebe-se que, de fato:
Ut = Ugy
Questao 34
2
x
f(x,y) = 212

Para calcularmos as derivadas parciais pedidas, precisamos de alguns resultados:

)

of  2x(a®4y?) —a*(2x)  22° + 2xy® — 227 N of 2y
Oz (22 + y?)? (22 +y2)? or (22 +y?)?
1)
of Py of -2y
dy (@) T Oy (2P y)?
1)
Pfo | =22ty | —22%(aP+yP)? + 227y - 2(a? 4 7)) - 2y
o = [l o
O*f  —22%(a? - 3y°)
y? - (:v2 —I—y2)3
V)

*f 0 212 Azy(2® +y7)? — 2y - 2(2* + ) - 2y
Oydx — dy [(ﬁ + y2)2] - (2 + y?)*
’f Axy(a® —y?)
oyor (22 4 y?)3
Como a funcao é de classe C*, com k > 2, as derivadas parciais de segunda ordem
mistas sao iguais. Assim, obtemos:

17



V)
Pf Axy(a® — )

0xdy (22 4+ y2)3
Agora podemos avaliar de forma mais clara as derivadas de terceira ordem pedidas,
fazendo o mesmo raciocinio (regra do quociente e reajuste dos termos).

1)
85]0 . ﬁ —21'2((1;2 _ 3y2) an B 4ZE(Z‘4 _ 81}2y2 n 3y4)
Ordy> x| (2 +y?) oy (@)
2)
OF _ 0 [4wyla® —y?) P 4x(3yt — 8Py + )
Oy20xr Oy | (22 +y?)3 8y20s @+ )
3)
83f — g 4xy(x2 B y2) . 83f . 4?/(—31134 + 8$2y2 — y4)
020y Oz (22 +y2)3 9720y @+ )
Questio 35

Obs: a relagao a ser verificada nao é a que estd no enunciado, e sim a que esta posta
abaixo:
0%u N Pu v N 10v N 1 0%x
ox? Oy  or2  ror r2062
rcosd e y = rsenfl, temos as seguintes "derivadas

Sendo u(z,y) = v(r,0) e x =
imediatas' (explicitas):

ox ox
e cos e 20 = —rsent
Oy =senfl e @ = rcosf

or o0

% i) &0 ¢ i) v

Para verificarmos a relagao colocada acima, precisamos avaliar i) 5 52 507
i)
ov_0u_duds  oudy
or  Or Oxor Oyor
= g:j = cos@a—z + sen@az
ii)
8721) = g @ = g cosﬁ% +sen9@
or2  \or) or or or oy

Aqui, distribuimos o operador da deriada parcial em relagao a r e em seguida aplicamos
uma regra do produto para as fungoes que estao multiplicando:
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O _ g[cos@]% + cosf O u + g[senﬁ]% + send O u
orz  Or ox ordx  Or ox ordy

Em primeiro lugar, perceba que cosf e senfl sao fungoes que nao dependem de r e
portanto £-[cost] = 2 [send] = 0.
5 2 Pu
Em segundo lugar, note que, sendo u(z, y) uma funcao de classe C*, temos que 3 - =
82,“ aQu o 82u C ., . . . . . ~ N
= . Como j4 visto no item i, temos a derivada parcial de u em relagao a r
89037: ordy Oyor o R ’ . =
entao podemos substituir na expressao que encontrarmos agora no item ii:

2 2 2
o = cost Ou + senf Ou = cosb (8) @Jrsenﬁ (8) Ou

or? oxor oyor ox ) Or dy ) or
2
grz = 6039(;1 (cosﬁgz + senﬁ?Z) + Sen@(gy (congz + Sen@?Z)
2 2 2 2 2

(‘897}2) = 00526’2;; + cosOsenb aigy + senbcosO ;y;; + senQngZ

0*v 5, 0%u 5, 0%u 0*u

i s Z 42

= 52 cos 983:2 + sen 683/2 + cosGsenHaxay

iii)
Pu_(0\ 00
862 — \ 00 ) 96

ov_ou_oudr  oudy
o0 00  0x 00 Oy ol
Substituindo as derivadas explicitas de x e y em relagdo a € pelos resultados encon-
trados no comeco do exercicio, temos:

= do_ _ 6@ + 9@
89 = —Trsen aZL‘ rcos ay

Agora podemos derivar tudo em relagdo a 6 para obter a derivada segunda de v em
relacao a 6:

Primeiro avaliando %:

& _9 —’rsenﬁ@ + rcosﬁ@
002 06 ox oy

Novamente, "distribui-se"o operador da derivada parcial em relagao a 6 e aplica-se a
regra do produto:
Pv 0 ou Pu 0 du 0%u

= —[—rsenf]— — rsend + —[rcosf]— + rcosf

002~ 90 ox 000z ' 00 dy 000y

Derivando os termos de —rsenfl e rcosf em relacdo a 6 e rearranjando os termos
partindo do pressuposto de que u ¢ de classe C?, aplicamos o mesmo raciocinio usado
para encontrar o resultado do item ii:
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Po_ w0 e\ w0 (O
802 = COS 63: rsen ax (9(9 SEN (9y rcos (9y (99

2
0v = —TCOSQ%—TSSTZQE (—rsen@au + rcos@au> —rsene@—krcoség <—rsen98u + r00598u>

00? ox ox ox dy dy oy ox dy
0? 0 0? 0? 0 ou? 0?
87912} = —7“0059854—7‘2367129(9;;—TQSenQCOSHaxgy—rsenQaZ—chos@senG ay%x +T2608296y1;
0*v ou ou 5, 5 u L, 5 0% ) 0%u
- = _ - - Z - _9
= 702 rcost o rsend 3y + r“sen 083:2 + r°cos 98y2 r“senbcost 92y

Portanto, agora basta somarmos (ii) + (i) 4+ - (iii) e verificarmos a relacdo mencio-

nada:

(id) }() 1 (i) 0% 10v 1 0*v
T or?  ror  r200?
0?*u 0*u u
2 2
Z 42
cos“0 2 + sen 98y2 + 2cosbfsent . y+

cosh Ou  senf Ou

r dr 1 Jy

cosd Ou  senf Ou 5, 0%u 5, 0%u 0*u
T a—y sen 9@ + cos 087;2 — 2senecoseaxay
Cancelando os termos iguais de sinais opostos, obtemos:
v 1ov 10% 5, 07U 5, 0%u 5, 07U 5, 0%U
ﬁ—i_;EjLﬁ@ = cos 0@4-5671 Ha—yQ—i-sen 9@—1-605 087/2 =
o? 0?
= 8—;;(00329 + sen*0) + (,);;(867129 + cos*0)

Usando que cos?0 + sen?d = 1, temos, por fim:

0*v 10v 10% 0*u d%*u

e e e
or?2  ror  r200% 0x*  0Oy?
Como se queria demonstrar.

Questao 36

Sobre diferenciabilidade, podemos resumir a andalise da diferenciabilidade de uma fun-
¢ao f seguindo o seguinte esquema:
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Figura 1: Esquema para verificar se uma funcao é diferencidvel em um ponto.

a) f(z,y) =1+ zin(zy —5)
i) Dominio de f:
xy—5H>0=2y >5
Dy ={(z,y) € R? : 2y > 5}

ii) Derivadas parciais:

fo = In(ey —5)+ —~

- = Dy, ={(r.y) € R 12y 5}

1172

ty

As derivadas parciais de f sdo continuas em todo o seu respectivo dominimo Dy, e

:xy_S#ny:{(x,y)ERQ:xyséS}

Dy,. Para a funcao ser diferencidvel em um ponto basta que este ponto pertenca ao seu
dominio (f continua no ponto) e que as derivadas parciais sejam continuas nesse intervalo.
Logo, temos que f(z,y) é diferenciavel em Dy.

b) f(z,y) = /7y

i) Dominio de f:
2y > 0= D; ={(z,y) € R* : 2y > 0}

ii) Derivadas parciais:

) 2
Tz = Dy = s R*:
f 2\/x_y=> . =1(7,y) € zy > 0}

= Dy, = {(z,y) € R* : zy > 0}
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Como as derivadas parciais sao continuas em {(z,y) : zy > 0} e Dy = (x,y) >0, f é
diferencidvel na interseccao entre esses 3 conjuntos (Dy, Dy, e Dy, ), portanto f é diferen-
cidvel em {(z,y) € R? : zy > 0}.

c) flz,y) = ae

i) Dominio de f:
D; =R?

ii) Derivadas parciais:
fe =2ze¥ = Dy, =R?

f, =%’ = Dy, = R?

Como a funcdo e as derivadas parciais dela sdo continuas em R2, segue que f é dife-
rencidvel em R2.

d) f(z,y) =1
i) Dominio de f:
l+2#0=D;={(z,y) eR*: 2 £ —1}

ii) Derivadas parciais:

1
fo=—rap = Dr= ey e® o 1)
fu= = Dy =) €R a £ 1)

Novamente, temos que Dy = Dy, = Dy, e, portanto, f ¢ diferencidvel em D; (as deri-
vadas parciais sdo continuas em Dy).

e) [(x,y) = arctg(ry)

i) Dominio de f: (lembre-se de que a fungéo arctg diverge para 7/2 e multiplos impares
desse angulo)

Df:{(x,y)E]R2:xy7ég+k7r,k€Z}

ii) Derivadas parciais:

Y 2
/ 1+ (zy)? fx
x
= :> D :RZ
Jy 1+ (zy)? Ty
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Como as derivadas parciais sao continuas em todos os pontos, temos que f é diferen-
ciavel dm Dy.

f) flz,y) =y +sen(})
i) Dominio de f:

Dy ={(z,y) eR* 1y # 0}
ii) Derivadas parciais:

o= veos(Z) = Dy, = {(a9) €R* 1y £0)

xcos(E) )
fy=1- yQy == Dy, ={(z,y) e R*: y # 0}

Como Dy = Dy, = Dy, , segue que f é diferencidvel em Dy (as derivadas parciais de f
sao continuas em todo Dy.

Questao 37

z0 B
fI((); O) == hm f(:c7 O) f(()? 0> = hm x2+402 = hm O O = O
w0 T = z—0 x z—=0
0-
0.0) = 1im JOV =00 we =0 0-0
y\Ms y—0 y—0 y—0 y =0y

Portanto, as derivadas parciais existem e ambas valem 0.
b)

Para verificarmos se as derivadas parciais sdo continuas no ponto, precisamos analisar
o valor que elas assumem fora desse ponto e depois tomar o limite de (z,y) tendendo a ele.

Para (z,y) # (0,0), basta pegar a expressao da fungao em (x,y) # (0,0) e fazer as
derivadas parciais como de costume.

i) f

Y (2® +9°) —ay(2x)  y(a® +y® — 22?) o) —
fx( 7y) - (x2+y2)2 - ($2+y2)2 = fa:( ay) -

y(y? — a?)
(332 +y2)2

A partir desse resultado, temos que a derivada parcial em relagao a x vale:

0, se (z,y)=1(0,0)
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y(y* —2?)
Wa se  (z,y) # (0,0)

Para verificar a continuidade de f, em (0,0), fazemos:
2 _ 2
i YW —2)
(z:9)=(0.0) (2% + y?)?
Pegando o caminho ~(t) = (¢, 2t), onde v(0) = (0,0), temos:
2t (4t — t2) 6t 6. 1

11_{% fe(y(t)) =lim ————- = lim =g limo =

T o0 (42 1 42)2 50 2514 00

Como limy_g fo(7(t)) # 0, segue que lim@, ) —0,0) fo(®,y) # 0 e, portanto, f, nao é
continua no ponto (0, 0).

i) fy

fy(l‘ay) - 37(37 ;;gi;z;;y(zy) - x(x(x—;—i y;)gy ) = fy(l‘,y) =

r(z® — y?)
(372 + y2)2

A partir desse resultado, temos que f, vale:

0 se (x,y)=(0,0)

r(2? —y?)
@re (z,y) # (0,0)
Para avaliar a continuidade de f, em (0,0), precisamos calcular lim, ) (0,0) fy(2, ).
Tomando novamente o caminho 7(t) = (¢, 2t), temos:

tt2 —4¢%) =38 3.1

g SO/ (0) = oy = M g = s Mgy =

Como limy_g fy(7(t)) # 0, segue que lim, ) 0,0) fy(z,y) # 0 e, portanto, f, nao é
continua no ponto (0,0).

c)

Para verificarmos que f ndo é diferenciavel em (0,0), precisamos calcular o seguinte
limite:
E(h, k
lim (h, k)
(hk)—(0,0) |(h, k)|

Onde
E(h,k) = f(04+h,04+ k) — f(0,0) — f,(0,0)h — £,(0,0)k

hk
B(h. k)= f(hk) = 45 s
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Avaliando o limite:

S () . e - hk
1m
(h—00) [(h, k)| (hb)=>0.0) VIZ + k2 (hk)>(0.0) (h? + k2)V/h? + k2

Tomando o caminho ~(t) = (¢,¢,), tal que v(0) = (0,0), temos:

t-t t? 1 1
lim lim — = 400
=0 ($2 4 12)/12 + 12 = 22212 242 0 [1f

Logo, como lim 4 1)—(0,0) % # 0, segue que f ndo é diferencidvel em (0,0).

Questao 38
a)
i) f2(0,0)
T f(xa O) _f(oa()) 1 :I;Qsen(#) 1 1
Fo0.0) =ty TR < iy S i rsen(

Sendo sen(x%) uma fung¢ao limitada e lim,_,o x = 0, segue que
1 Ly 0 (0,0)=0
:qug%]xsen(ﬂ7 )=0= £.(0,0) =

i) fy

o SO0y = f0,0) o yPsen(y)
£,(0,0) = lim 0 —;%T llg[l)ysen(y)

Pelos mesmos argumentos utilizados quando calculamos f,(0,0):
1
hmysen( 5)=0= f,(0,0)=0
y?
b)

Para (z,y) # (0,0):

0 5 1 , o 2c08(srs 2+y 5)
fo(z,y) = %[(95 +y )Sen(xg n yQ)] = 2$3@”(W) — (" +y 2 )
1 22008( =+ )
= Jz ) =2 - Sl
fa(2,y) 3756”(:62+y2 (22 4 42)
Verificando a continuidade de f, em (0,0):
1 22c05( =5~
lim  2zsen(———) — 5 (x22y2)
(2.9)(0,0) a2 +y (#* +9?)
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Tomando v(t) = (¢,0):

1 2 1
hr% 2xsen(x2) - ;cos(ﬁ)

Perceba que no termo cos( 5 ) nao podemos aplicar Teorema do Confronto porque 2
nao tende a zero quando x — 0. A funcdo cosseno oscila e nao tem limite definido para
algo do tipo "cos(c0)". Logo, f, nao é continua em (0,0).

9. 5 1 1 2yeos(zip)
= — —)] =2
fy 8y[(x + y )8€n<x2 + yg )] ysen(xg + yQ (.132 + y )

Analogamente, nao existe lim;_,q f,(0,?) e, portanto, f, nao é continua em (0,0).

c)

E(h, k)

(hk)—(0,0) |(h, k)|
Onde

E(h,k) = f(04+h,04+ k) — f(0,0) — f,(0,0)h — £,(0,0)k
1
_ (2 2
E(h,k)= f(h,k)=(h"+k )sen(h2 n k:2>
Logo
B P Rsen(t)
<h,kl>15%070> \(h k)| Vh? + k2 B (h7k1>1§%0,0> hEk 86n<h2 + k2)

Como a func¢ao seno ¢ limitada e lim, x)—(0,0) Vh? + k? = 0, pelo Teorema do Con-
fronto, segue que:

lim VA2 1 k2
) VI REsen(rem s

)=0
Como lim, k)—(0,0) % = 0, a funcdo ¢ diferencidvel em (0,0).

Questao 39

f(z,y) = Vxcosy
Dy = R?

Calculando f,(0,0) pela definicao:

0) — £(0,0 Y 1
f2(0,0) = lim f(2,0) = £(0,0) = lim Ve =limz™%? = lim —= = 0
z—0 x—0 z—=0 g z—0 z—0 1‘2/3

Como f,(0,0) ndo é um valor finito (isto é, f, diverge no ponto (0,0)), a funcdo f ndo
¢ diferenciavel em (0,0).

26



Questao 40

P ray+yt—-3y=1 P=(1,2)
Se definirmos (z,y), tal que:
flr,y) =2 +ay+y* =3y =1

Note que:
f(1,2)=1*+1-2+2*-3-2=0

A reta normal tem a direcao dada pelo vetor gradiente no ponto desejado. Logo,
precisamos calculd-lo no ponto (1,2):

Vf(1>2) = (f:v(1>2)a fy(l, 2))

fy(x,y) =x+2y—3:$fy( : )
= V/(1,2) = (4,2)

A equagao da reta normal a fungdo no ponto (1,2,f(1,2)) é

+2=4
1+2-2-3=2

(.CE,y,Z) = (17 27f(17 2)) + )‘(fx(lv 2)7 fy<1’ 2)7 _1)7 AeR

Isto é:
(x,y,2) = (1,2,0) + A(4,2,—-1)

A reta tangente é sempre perpendicular a reta normal, isto é, o vetor tangente (que in-
dica a diregao da reta tangente) deve ser perpendicular ao vetor , 7 = (f,(1,2), f,(1,2), —1)
.0 que implica que -7 = 0, onde ¢ é o vetor tangente. Se ¢ = (a,b,c), com a,b,c € R
temos a seguinte imposigao:

(a,b,¢)-(4,2,-1)=0=4a+20b—c=0

Assim, qualquer vetor que tenha componentes a,b e ¢ que satisfagam a equagdo acima
sera automaticamente perpendicular ao vetor normal e, portanto, tangente a curva. Po-
demos tomar, por exemplo, a = 1, b = -2 e ¢ = 0 e entao a equacao da reta tangente
sera:

(x,y,2) = (1,2,0) + \(1,—-2,0) AeR

Dica: é facil verificar se a equacdo que vocé encontrou esta correta, basta plotar no
GeoGebra!

Questao 41

Definindo:
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A fungao em um ponto (xg, yo) serd dada por:

f(xo,90) = 1—373‘1‘?!3

Derivadas parciais:
fx<x>y) = —2r = fx(anyO) = _2-170

fy(,y) =2y = f,(%0,90) = 290
Assim, o vetor normal é dado por @ = (—2xg,2yp, —1). Se o vetor tangente for
t = (a, b, c), precisamos impor que 7i - t = 0 para encontrar condigdes sobre a,b e c:

(—2xg, 2yp, —1) - (a,b,¢) = 0= —2x0a + 2ysb —c =0

Existem varias possibilidades que satisfazem essa equacao. Uma delas é tomar a = vy,
b=xgec=0
O vetor que indica a direcao da reta tangente entao ficara:

t_): (y07 Zo, 0)

Como quero que a reta tangente (e, portanto, o vetor tangente) seja paralelo a reta
y = 2z, preciso que xy = 2y (a segunda componente do vetor tangente tem que ser

igual ao dobro da primeira componente). Assim, substituindo zy = 2y, na equagao incial
22 —y? = 1, temos:

(2y0)2 —yg =1= Syg =1

3
:>y0—i\/—

1
V3 T3

Yo==%
Sendo z¢ = 21y, temos que:

VB,

se yoz?él'o 3

3 _Nﬁ
3

Se y():—?:>x0:

Portanto, nos pontos (?, 2—\3/5, 1) e (—?, —%, 1) a reta tangente a curva 22 —y? = 1
é paralela a reta y = 2z.

Questao 42
a)

z:4—x—y2:>f(:1:,y):4—:1:—y2 P:(17172)
A equagao do plano tangente (g, yo, f (2o, y0)) é dada por:

2= f(20,90) + fa(0,%0) - (x — z0) + fy(20,%0) - (¥ — Y0)
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f,)=4—-1-1*=2
ii)
fal,y) = 1= fo(1,1) = -1
fylz,y) = =2y = f,(1,1) = -2

O plano tangente entao é dado por:
z=2—-1(x—-1)—-2(y—1)

=2=50—-x—2y

z=110—a% —y3 = f(z,y) = J10—23 —y> P=(1,1,2)
fL,D)=vV10-13-13=2

b)

if)
x? 12 1

#3) = _\?/(10 — 3 —yy3)2 = f(11) = _\7(10 — 13— 13)2 T4
2 12 1

fy(@,y) = — Y = f,(1,1) = — I

\7(10 — 23— y3)? \?/(10 — 13— 13)2 4
O plano tangente é dado por:

fa

s=2-@-1)- -1
5 Ty
T2 4

Questao 43

S’ 4+ =1= flo,y,2) =2 +y* + 22— 1
midr—y+z2=7

Como quero encontrar um plano tangente que seja paralelo ao plano 7, é necessario
que as normais desses dois planos sejam paralelas, isto é 71, x 7, = 0, onde 1, é o vetor
normal a superficie S e n; = (3, —1,1) é o vetor normal a 7. Sabendo que n; é o vetor
gradiente da funcao f, temos:

ﬁ; = (fxyfy7f2) = (2£,2y,22)

Em um ponto genérico do tipo (a,b,c), temos:

ny = (2a, 2b, 2¢)

29



Agora precisamos impor que n; X n, = 0 para termos que esses vetores sao paralelos.
Fazendo este produto vetorial, obtemos:

ns X 1y = (2b 4 2¢,6¢ — 2a, —2a — 6b)

Impondo que essa operacgao resulte no vetor nulo, obtemos um sistema de 3 equacoes:

2b+2¢c =0
6c—2a =20
—2a—6b=0

A resolucao desse sistema nos mostra que o ponto que procuramos é tal que a = 3c e
b = —c, isto é, o ponto deve ser do tipo P = (3¢, —c¢, ¢). Substituindo z = 3¢, y = —c e
2z = ¢ na equacao que define a superficie S, temos:

(B + (=) + (A =1=11 =1

1
=c=+t——
11
Se c= \/%, obtemos o ponto P, = (\/%, —%7 %)

Se ¢ = —\/%, obtemos o ponto P, = (—i -, —L)-
Questao 44
a) f(z,y)=a*+y* L(z,y) =2y — 2z -2

A aproximagao linear de f em um ponto (g, yo, f (2o, yo)) é dada pelo plano tangente
a f nesse ponto. Portanto:

L(z,y) = f(z0,%0) + fz(20,%0) - (x — 20) + fy(%0,%0) - (¥ — ¥o)
Note que:

f(@o,y0) = 25 + y§
) =2z = fu(0,%0) = 220

fo(z,y
xay) = 2y = fy(x07y0) - 290

fy(

Logo:
L(z,y) = § + yg + 2xo(x — 20) + 2Y0(y — %0)

L(z,y) = —:Ug — yg + 2x0x + 240y

Comparando com a funcao dada:

—x%—y§+2xox+2y0y:2y—2x—2
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Temos entao que
200x = =20 = 19 = —1

290y =2y = yo =1
—z5 — g = —2
Portanto o ponto é (-1,1) (note que esse ponto satisfaz a terceira equagao e entdo, de

fato, esté correto).

b) f(z,y) =2y, L(z,y) = 4y — 4x + 8

Note que
f (o, 0) = 250
fo(z,y) = 22y = fo(20,90) = 220Y0
folw,y) = 2° = f,(x0,90) = 27
Portanto:

L(z,y) = x3yo + 2x0y0(z — o) + 25 (y — Yo)
L(z,y) = 2xoyox + 215y — 22310
Comparando com a funcao dada:
2zoYox + 25y — 210y0 = 4y — dv +8
Logo, temos que:
2xo0yor = —4x
2x(2)y =4y = 29 = +v/2
—213yp = 8
Se 29 = v/2, da primeira equacio obtemos 2v/2yy = —4, portanto iy, = —%. Perceba

que zo = V2 e Yo = —% satisfaz a terceira equagdo e portanto o ponto (\/5, —%) é a

solucdo do problema (perceba que se tomarmos zg = —+/2, a solucao da primeira equacao
seria 1y = %, mas esse ponto nao iria satisfazer a terceira equagao).

c) flz,y,2) =axy+ 22 L(z,y,2) =y +2z—1

Note que
(0, 40, 20) = woyo + x5
fo(2,y,2) =y = fa(20, Y0, 20) = Yo
fy(x,y,2) = & = fy(20, 0, 20) = To
f(z,y,2) = 22 = f.(20, Y0, 20) = 220
Logo:

31



L(z,y, 2) = zoyo + x5 + yo(z — 20) + zo(y — yo) + 220(2 — 20)
L(z,y,z) = 3xoyo + x% — 223 + yoxr + xoy + 2202

Comparando com a funcao dada:

3x0y0+x3—2z§+yox+x0y+220z:y+22—1

Temos o sistema de equacoes:
Toy =y = x9 =1
Yor =0=1y9=0
2202 =22 = zp =1
3x0yo + x% — 223 =-1
Note que a solugao encontrada nas 3 primeiras equagoes (zg = 1, yo = 0 e 29 = 1)

satisfaz a quarta equacdo. Portanto o ponto é (1,0, 1).

Questao 45

a) T([E,y) =2’ — 25(]y2, (ZE,y) = (17 1)

A direcao de maior crescimento de uma funcao é a direcdo dada pelo vetor gradiente.

Assim:
VT (x,y) = (T, T,) = (32° — 2y°, —4ay)
VT(1,1)=3-1*-2-1*-4-1-1)
Portanto, a direcdo de maior crescimento da temperatura é dada por
VT(1,1)=(1,-4)

b) Se a formiga deseja se manter na mesma temperatura, ela deve caminhar ao longo
da mesma curva de nivel ¢, de modo que sua taxa de variacdo naquela direcao seja nula.
Traduzindo isso matematicamente, precisamos achar um vetor u, tal que:

oT
= =0
ou
VT -4=0
Em outras palavras, precisamos encontrar um vetor « que seja perpen-

Onde @ = &
dicular ao vetor gradiente no ponto (1,1), onde a formiga esta. Se @ = (a,b), temos:

(1,-4) - (a,b) =0=a—4b=0=>a=4b
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Isto é, qualquer vetor do tipo « = (4b,b) (b € R) vai satisfazer a nossa equacao. A
formiga pode tomar qualquer direcdo dada por esse vetor e nao sentird mudanga de tem-
peratura. Exemplo: @ = (4, 1).

Questao 46

1. f(z,y) = 2% + 3oy + 4y* — 62 + 2y
Para encontrar os pontos criticos da fungao, preciso inicialmente calcular as derivadas
parciais de primeira ordem da fun¢ao e impor que elas sejam nulas:

fe(2,y) =20+ 3y — 6

fy(w,y) = 3z + 8y + 2

Agora tenho o seguinte sistema:
20+3y—6=0

r+8y+2=0
A solugao desse sistema é

22 o4

y=77 7
2

> ) é um candidato a ser maximo ou minimo local de f. Calculando

Logo, o ponto (%,
o Hessiano de f:

54 22

_ g (04 22, 54 22, . 54 22,
)_fxx<77 7) fyy(,?a 7) (fxy(,?, 7))
feo(z,y) =2 V(z,y) € R?

fow =8 V(z,9) € R?
fxy:?) V(at,y) € R?
54 22

Hf<7’ _7)

Como Hf(%, —¥> >0e fzm(%’ _2) > 07 segue que o pOIltO (%’

=2.-8—-(3)?2=7

_22

e ) ¢ de minimo local.

2. f(z,y)=2°+2zy +y* — bz

folz,y) =32*+2y—5
fy(z,y) =20 + 2y

Para achar os pontos criticos, preciso impor f, = f, = 0:
322 +2y —5=10

20 +2y =0
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As solugoes desse sistema sao os ponto P; = (—1,1) e P, = (g, —%) . Esses dois

pontos sdo candidatos a serem pontos de méaximo ou minimo local de f. Analisemos as
derivadas segundas e o Hessiano de f em cada ponto:

5
2y =10

5

fow=2 Y(z,9) € R?
foy =2 V(z,y) € R?
i)
Hi(—=1,1) = (=6)-2—(2)>=-16 < 0
Como H¢(—1,1) <0, o ponto (—1,1) é um ponto de sela.
ii)
Hf(g,—g) =10-2—(2)>=16>0

Como Hy(2,—3) > 0e fuu(2,—3) >0, (3,—2) é ponto de minimo local.

3. flz,y)=2"+y>—5x— by

fo=5z*=5
fy = 5y4 -5
Para achar os pontos criticos, preciso impor f, = f, = 0:

5xt —5=0= 2 =+1

Syt =5 =0=y ==l

Logo, os pontos P, = (1,1), P, = (1,—1),P; = (—1,1) e P, = (—1, —1) sdo candidatos
a serem pontos de maximo e minimo local de f.

foa(z,y) = 202° = fou(1,1) = fou(l,=1) =20 e fou(—1,1) = fou(—1,—1) = =20

fyy(,y) = 20y° = fy(1,1) = [ (=1,1) =20 e fy(1,—1) = fou(—1,-1) = =20

fxy =0 V(q:,y) € R?
i)
H¢(1,1) =20-20 — 0% = 400 > 0
Como Hf(1,1) >0 e fu,(1,1) > 0, o ponto (1,1) é de minimo local.
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i)
Hp(1,—1) =20 (—20) — 0* = —400 < 0
Como Hy(1,—1) <0, o ponto (1, —1) é de sela.

iii)
Hi(—1,1) = (=20) - 20 — 0* = —400 < 0
Como Hy(—1,1) <0, o ponto (—1,1) é de sela.

iv)
Hp(—1,-1) = (—=20) - (—20) — 0* = 400 > 0
Como Hf(—1,-1) >0e fu.(—1,—1) <0, o ponto (—1, —1) é de maximo local.

Questao 47

Note que temos duas fungoes: o plano e a funcao distancia (a qual queremos minimi-
zar).Podemos entao definir a partir da equagao do plano:

gz y) =x+2y—2—4

E
flz,y) =2 +y° +2°

que é a funcao distancia em relagdo a origem ao quadrado.

Aplicando a técnica dos multiplicadores de Lagrange, temos o seguinte sistema:
Vf=AVg

9(x,y,2) =0

i) Derivadas Parciais/ Vetor Gradiente:
Vf = (f:t: fya fz) = (21’, 2y7 22)

Vg = (gsugyugz) - (172 - 1)

Da primeira condicao, obtemos 3 equagdes:
(2x,2y,22) = A\(1,2 — 1)
A
=A== 5

2u=22=y=2A

)\
2 — _A —_— —
z = Z 9
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i) g(z,y,2) =0

g(x,y,2) =0=2x+2y—2—-4=0
Substituindo x, y e z em funcao de A:

A A

§+2)\+§—4:0
4
:>/\:§
Portanto:
412
T=3273
4
Y73
412
"TT327 73

Portanto, o ponto do plano mais proximo da origem é (%, %
Questao 48

Seja
flzy) =y
gla,y) = 2° +2y* — 1
Por Multiplicadores de Lagrange:
Vf=AVg

g(z,y) =0

i) Derivadas Parciais/ Vetor Gradiente:
V= (fe fy) = (y,2)

Vg = (9er 9y) = (27, 4y)

(y, ) = A(2z, 4y)
y= A2z
r = My

Substituindo y = A2z na equacao debaixo:

T = MM\
1

1=8\ =\ \=+——
2v/2
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g(z,y) =0=2+2y* —1=0

) Se )\ — W
z* + 2(L2:,;)2 —1=0
2V/2
2, 2
rr+ar=1=r=+—
V2
Se x = %, como y = 2\1[235 segue que y = % Assun P = (ﬁ’ %)
Se x = \1@, como y = 2f2x segue que y = —z. Assim P, = (—%, —%)
N
z® + 2(—L2x)2 —-1=0
2V/2
1
2, 2
r+arr=1=r=+—
V2
Se r = %, como y = —2\[2x segue que y = —=. Assim Py = (7, —3).
Se x = —%, como y = 2\[23: segue que y = . Assim P, = (—%, 3)

Portanto, em Py, Py, P; e Py, f(x,y) assume valores extremos. Avaliando a fungao
nesses pontos:

11 1
f(P) = /32 23
1P = ()5 = 575
1 1 1
f(Ps) 7(—5) W

Como f(Py) = f(P2) > f(P3) = f(Py), segue que P e P; sdo pontos de maximo de f
e P3 e P, sdo pontos de minimo de f.

Questao 49

Precisamos achar T, € Tyn para T'(z,y) sujeito a circunferéncia de centro (0,0) e
raio 1, isto ¢, ao conjunto compacto tal que x? + y? < 1. Precisamos analisar o valor de f
no interior do conjunto e na sua fronteira.

1) No interior, precisamos analisar os pontos criticos de f. Logo, primeiramente cal-
culamos as derivadas parciais de primeira ordem e impomos que sejam nulas:

T, = 64(6x — 2y)
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T, = 64(6y — 2z + 2)

Agora temos o seguinte sistema:

64(62 —2y) =0
64(6y — 2 +2) =0

A solugao desse sistema é:

Lol 3
5 Y73
1

Perceba que esse ponto nao esta no interior da circunferéncia, pois (g)2 + (%)2 > 1,
assim, a fungdo nao tem pontos criticos no interior do conjunto compacto.

2) Fronteira

Para estudar pontos de extremo de T na fronteira do conjunto compacto, vamos pa-
rametrizar a fronteira da circunferéncia e analisar a funcao T nesses pontos. A fronteira
do conjunto é uma circunferéncia de raio 1. Sua parametrizacdo pode ser dada como:

v(t) = (cost,sent) 0<t<2rm

Avaliando a composta T'((t)):

T(v(t)) = T(cost, sent)
T(y(t)) = 64(3cos*t—2costsent+3sen’t+2sent+5) = 64(3—2costsent+2sent+5) = 64(8+2sent—2co
= T(v(t)) = 64(8 + 2sent — sen(2t))

Para achar os valores de T},4: € T} na fronteira do conjunto, devemos impor que
T(y(t)) =0 (agora temos uma fungao de 1 variavel, igual ao Céalculo 1):

T(y(t)) = 0 = 64(2cost — 2cos(2t)) = 0
2cost — 2cos(2t) =0
cost — cos(2t) =0
cost — (2cos’t — 1) =0
2cos*t — cost —1 =10

Utilizando a Férmula de Bhaskara e resolvendo a equagao de segundo grau para cost,
temos como resultado:
cost=1=t=0 ou t=27

ou
cost:—1:>t:2—7r ou t:4—7r
3 3
Set=0,z=cos(0) =1,y =sen(0) =0. P, =(1,0).
Se t =2m, x = cos(2m) = 1, y = sen(27) = 0 (temos o mesmo ponto que P).
Set = %’T, T = cos(%’r) = —%, Y= sen(%”) = 73 Py = (—%, ?)
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Set="% x=cos(iF)=—-1 y=sen(¥) = —Y3 p = (-1, —?)

Avaliando a fungao nos pontos:

T(P,) = T(1,0) = 64(3 + 5) = 512°C

1
T(P) =T(~, ‘f) — 678,3°C
T(Py) = T(—;, —?) _ 345, 7°C

Como o maior valor de T acontece em P;, este ponto é de maximo da fun¢ao na fron-
teira do compacto, onde T},,, = 678,3°C. Como o menor valor de T acontece em Pj, este
ponto é de minimo da fun¢do na fronteira do compacto, onde T},;, = 345, 7°C.

Questao 50
a) f(r,y)=3x—y, A={(zv,y) eR?*: 2? +¢y* < 1}

1) No interior
fm =3 V(.%‘,y) S R2
fy=-1 VY(x,y) € R?
Logo, nao existem pontos no interior de A onde f, =0 e f, =0, f ndo assume pontos

criticos no interior de A.

2) Na fronteira (2? 4+ y* = 1):
Multiplicadores de Lagrange:

flwy) =3z —y

g(z,y) =" +y* — 1

i) Derivadas parciais/ Vetor gradiente:

Vf=AVyg
V= (37 _1)
Vg = (2z,2y)

(3,—1) = \(2z, 2y)

3
=2z = —
TN =1 o

1
—1:2y)\:>y:—5
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i) g(z,y) =0

)2 __2:

(53" + (=53)
P L
2 V2

_ _ 32 V2 _ (32 _ V2
Se A= 2, zf(i[y —5f-P1—(Wg—fmf>
_ 3 _ 3 2
Se)‘__Ti’x 25 ©Y T as P= (- 2\/5’2f)

Avaliando a func¢ao nesses 2 pontos:

f(P) = V2 V2 _10v
25 25 25
fpy =222 _ 102
2v5 25 2v/5
Como f(Py) > f(P), P, é ponto de maximo de f na fronteira do compacto e P, é
ponto de minimo de f na fronteira do compacto.

b) f(z,y) =2 +3zy -3z, A={(z,y) ER*:2 >0,y >0,y < 1—z}

Note que o conjunto A pode ser representado graficamente da seguinte maneira:

Figura 2: Em azul, x > 0, em verde y > 0 e em vermelho y < 1—x. Note que a intersec¢ao
dessas 3 condigdes ocorre na intersecgao das 3 cores (tridngulo de vértices (0,0), (0,1) e

(1,0)).

Podemos concluir que A é compacto e sua fronteira é delimitada por 3 caminhos
M) = (£,0),0 ST T, 7(t) = (11— £),0 ST < 1e(t) = (0,6),0< < 1.

i) No interior de A
fx(x7y) =2z + 3y -3
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fy(% y) =3

Impondo f, = f, = 0 para encontrar os pontos criticos:

20 +3y—3=0
3 =20

Dessa sistema, tiramos que z = 0 e y = 1. O ponto (1,0) é ponto da fronteira de A,
entao eventualmente aparecera nas contas que se seguem. Entretando, ja podemos avaliar

que f(1,0) =0.
ii) Na fronteira de A
1) %(t) = (t,0),0<t <1
Nos extremos do intervalo:
t=0=7(0)=(0,0) = f(0,0) =0

t=1= (1) =(1,0) = f(1,0) = —2

Derivando a funcao composta e verificando para quais valores de t ela é nula:

flon(t)) = f(t,0) =t* =3t = [’

—

n(t)) =2t -3

2t-3=0=t=

N W

Como nosso "pedago da fronteira "v;(t), foi definido para 0 <t < 1,set = % > 1, ndo
estamos no caminho 7, (t). Logo, os unicos candidatos & pontos criticos de f em 74 (t) sdo
os extremos onde t =0 et = 1.

2) w(t)=(t1-1),0<t<1

Nos extremos do intervalo:
t=0=(0)=(0,1)= f(0,1) =0
t=1=v%(1)=(1,0)= f(1,0) = -2

Derivando a funcao composta e verificando para quais valores de t ela é nula:

Fya(t)) = f(t,1 —t) =t + 3t — 312 — 3t = f(a(t)) = —2t2

fl(a(t) = -4t
—4t=0=1¢=0
Como ja verificamos, se t = 0, o ponto é (0,1) e f(0,1) = 0.
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3) 35(t) = (0,4),0 <t < 1

Nos extremos do intervalo:
t=0= (0)=(0,0) = f(0,0) =0
t=1=v(1)=(0,1)= f(0,1) =0
Derivando a fungao composta e verificando para quais valores de t ela é nula:
fls(t)) = f(0,1) =0

Portanto, como f(3(t)) é igual & uma constante, segue que f'(y3(t)) =0, Vvt € [0, 1].

Comparando os valores que a fungao assume nos pontos encontrados, concluimos que
o menor valor de f é -2 e ocorre no ponto (1,0) e o maior valor é 0 e ocorre em qualquer
ponto do tipo (0,y). Assim, pontos do tipo (0,y) representam pontos de maximo e o ponto
(1,0) é o ponto de minimo de f em A.

c) flz,y)=ay, A={(z,y) eR?: 2 >0,y >0,2x +y <5}

Note que podemos representar graficamente o conjunto A da seguinte maneira (note
que A é compacto):

Figura 3: Em azul, x > 0, em verde y > 0 e em vermelho y < 5 — 2x. Note que a
intersecgao dessas 3 condigbes ocorre na intersecgdo das 3 cores (tridngulo de vértices
(0,0), (0,5) e (5/2,0)).

Novamente, podemos subdividir a fronteira de A em 3 caminhos: ~,(t) = (0,¢),0 <
t <5, 7a(t) = (£,0),0 <t < 5/2 e 73(t) = (£,5— 2t),0 < t < 5/2.

i) No interior de A
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Impondo f, = f, = 0:

Dessa sistema, tiramos que x = 0 e y = 0. O ponto (0,0) é ponto da fronteira de A,
entao eventualmente aparecera nas contas que se seguem. Entretando, ja podemos avaliar

que f(0,0) =0.
ii) Na fronteira de A
1) 1(t) =(0,t),0<t <5

Nos extremos:
t= 0= 7(0) = (0,0) = £(0,0) = 0
t=1=7(1)=(0,1)= f(0,1)=0

Derivando a funcao composta e verificando para quais valores de t ela é nula:

f(n)=f(0,t)=0 WVt

Assim,
f(n(t) = ove

Logo, pontos do tipo (0,y) sdo candidatos & maximos ou minimos de f sujeito ao com-
pacto A e f(0,y) = 0.

2) y2(t) = (¢,0),0 <t <5/2

Nos extremos:
t= 0= 75(0) = (0,0) = £(0,0) =0
t=1=v%(1)=(1,0)= f(1,0) =0

Derivando a funcao composta e verificando para quais valores de t ela ¢ nula:

f(r(t) = f(t,0) =0 Vvt

Assim,
f(2(t) = 0vt

Logo, pontos do tipo (z,0) sdo candidatos & maximos ou minimos de f sujeito ao com-
pacto A e f(z,0) = 0.

3) y3(t) = (¢,5 —2t),0 < t < 5/2.

Nos extremos:
t=0=7(0) = (0,5) = f(0,5) =0

t=5/2=v(5/2) = (5/2,0) = £(5/2,0) =0
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Derivando a funcao composta e verificando para quais valores de t ela é nula:
Fs(t)) = f(t,5 —2t) = 5t — 2t* = f'(73(t)) = 5 — 4t

5
0—4t=0=>t=—
4
Se t = %, (x,y) = (g, g) é candidato & maximo ou minimo de f em A. Veja que

F(23) =2
47 2 8"
25

Note entao que o maior valor que f assume no compacto ¢ > e este ocorre quando o
ponto é (%, %) e o menor valor de f é zero e ocorre para quaisquer pontos do tipo (0,y) ou

x,0). Assim, pontos do tipo (x,0) e (0,y) representam os pontos minimos de f sobre A e
y

o ponto g, %) é o ponto maximo de f sobre A.

Questao 51

flz,y) = 2® +y° = 3ay
A regido retangular é compreendida pelas retas x =0,z =2, y=—1ey = 2.

X=0 | X=2

W

Figura 4: Regiao Retangular hachurada em preto.

Podemos chamar regiao retangular de A (note que A é um conjunto compacto). Pode-
mos entender a fronteira dessa regido como subdividida em 4 partes: 7;(t) = (¢,—1),0 <
t<2 ) = (2,8), =1 <t <2, 93(t) = (£,2),0 <t <2, %(t) = (0,8), -1 < t < 2.

i) No interior:
Je = 3a” — 3y

fy,=3y* -3z
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Pontos criticos: f, = f, = 0:
322 -3y =0

3y° =32z =0
A solugao desse sistema é: y = 0 e z = 0 (ponto (0,0)) ey =1l ex =1 (ponto (1,1)). O

ponto (0,0) esta na fronteira do conjunto A entao eventualemente aparecera nos célculos,
podemo adiantar que f(0,0) = 0 e o ponto (1,1) é, de fato, um ponto interior de A, no
qual f(1,1) = —1.

ii) Fronteira de A:
1) lt) = (1,-1),0 < £ <2

Nos extremos:

t=2=7(2)=(2,-1)= f(2,-1) =13
Derivando a funcao composta e verificando para quais valores de t ela é nula:

fn@®) =ft,-1)=t*-1+3t = f'(n(t) =2t+3

3

Perceba que estamos considerando t no intervalo [0,2] e —2

5 nao estéd nesse intervalo.
2) (t) = (2,1),-1<t <2
Nos extremos:

t=2=7(2)=(2,2) = f(2,2) =4
Derivando a funcao composta e verificando para quais valores de t ela é nula:
f((t)) = f(2,t) = 8+ 1" — 6t = f'(72(t)) =2t — 6
20—-6=0=1t=3
Perceba que t = 3 nao faz parte do intervalo que estamos considerando ([—1,2]).

3) a(t) = (£,2),0 <t < 2

Nos extremos:
t=0= ~(0)=(0,2) = f(0,2) =8

t=2= 7(2) = (2,2) = f(2,2) = 4
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Derivando a fungao composta e verificando para quais valores de t ela é nula:
FOra(t) = f(t,2) =t* +8 — 6t = f'(13(t)) = 2t — 6
260-6=0=1t=3

Perceba que t = 3 nao faz parte do intervalo que estamos considerando ([0, 2]).
4) 1(t) = (0,1), -1 <t < 2.

Nos extremos:
t=2=v(2)=(0,2) = f(0,2) =8
Derivando a fungdo composta e verificando para quais valores de t ela é nula:
Flu(®) = f(0,t) = 2 = f'(1(t) = 37
312 =0=t=0

Se t = 0, temos o ponto (0,0). Note que f(0,0) = 0.

Comparando o valor que f assume nos pontos encontrados, percebemos que o maior
valor da fungao é 13 e ocorre no ponto (2,-1) e o menor valor da fungéo é -1 e ocorre nos

pontos (0,-1) e (1,1). Logo, o ponto (2,-1) é ponto de méximo da fun¢do em A e os pontos
(0,-1) e (1,1) sdo pontos de minimo da fungao em A.

Questao 52

fla,y) = (z =1+ (y — 4)°
A regiao do tridngulo compreendido entre as 3 retas = 0, y = 0e y = 1 — z foi
chamada de A e estd representada abaixo (note que A é compacto).

Ny =11x x=0
53

-1

Figura 5: Regiao triangular A hachurada.
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Podemos entao subdividir a fronteira de A em 3 partes: 71(t) = (£,0),0 < ¢t < 1,

Ya(t) = (0,4),0 St < 1, y3(t) = (£,1—1),0 <t < 1.

i) No interior de A:
fe=2(x—1)

fy=2(y—4)
Para encontrar os pontos criticos f, = f, = 0:
2y —4)=0=>y=4
Note que o tnico ponto critico de f é o ponto (1,4), que ndo estd no interior de A.
ii) Fronteira de A
1) %(t) =(t,0),0<t <1
Nos extremos:
E=0=71(0) = (0,0) = £(0,0) =17
t=1= (1) =(1,0)= f(1,0) =16
Derivando a funcao composta e analisando os pontos em que ela se anula:
fn(®) = f(t,0) = (t = 1) +16 = f'(n(t) = 2(t - 1)
2t—-1)=0=>t=1
Como ja vimos, se t = 1, o ponto é (1,0) 4 f(1,0) = 16.

2) yo(t) = (0,t),0 <t <1

Nos extremos:
t=0= (0)=(0,0)= f(0,0) =17
t=1=(1)=(0,1)= f(0,1) =10
Derivando a funcao composta e analisando os pontos em que ela se anula:
fa(t) = £0,8) = 1+ (t = 4)° = f'(72(t) = 2(t — 4)
2t—-4)=0=>t=14

Note que t = 4 nao pertence ao intervalo que estamos considerando para esse caminho

(t €10,1]).

3) () = (t,1—1),0<t <1
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Nos extremos:
t=0=(0)=(0,1) = f(0,1) =10

t=1=v(1)=(1,0)= f(1,0) = 16
Derivando a fungao composta e analisando os pontos em que ela se anula:
fs®) = ft,1—t) =t = 1)* + (=3 =1)* = f(1s(t)) =2(t = 1) = 2(=3 — 1)
2t —1)—2(-3—-1)=2t—2+4+6+2t=0=4t=4=>t=1
Como ja vimos, se t = 1, o ponto é (1,0) e f(1,0) = 16.

Logo, o maior valor que f assume em A é 17 e ocorre no ponto (0,0) e o menor valor
que f assume em A é 10 e ocorre no ponto (0,1). Portanto, o ponto (0,0) é ponto de
méximo de f sobre A e o ponto (0,1) é ponto de minimo de f sobre A.

Questao 53
a) flz,y)=3v+y, 2°+22=1

Podemos definir:
g(z,y) =2 +2° -1

Aplicando o Método dos Multiplicadores de Lagrange, temos que:
Vf=AVyg

g(z,y) =0

i) Derivadas Parciais/ Vetor Gradiente:
Vi=(31)

Vg = (27, 4y)

(3,1) = A(2x,4y)
Dai, tiramos que:

3
3=Nr=0=_—

1

i) g(z,y) =
g(x,y) =0=2"+2y* —1=0
Substituindo em funcao de \:

() + 257 =1
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A solugao dessa equagao é:
/19
A=t/ —
8

Se A = \/7 :B—f\Fey— \/7 Observe que f( 5
Se)\:—\/;, :—f\/iey——f\/» Observe que

f(
Como f(%\/%,i\/%) > f(—%\/%,—i\/%), segue que (% 1%,% %) ¢ ponto de ma-
ximo de f e (—%\/%, —i\/%) ¢é ponto de minimo de f.

b) f(z,y)==zy, a®+4y*=38

‘oo
»N»—l
SN—
>J> =

@

%

_3. /8 l _ _19v8
2V 190 1 44/19°

Definimos:
g(z,y) = 2> +4y° — 8

Multiplicadores de Lagrange:
Vf=AVyg

g(z,y) =0
i) Derivadas Parciais/ Vetor Gradiente:
Vi=(yx)

Vg = (2z,8y)

(y, x) = A(27, 8y)

Temos entao que:
y=2\x
T =8y

Substituindo a equagao debaixo na e cima:

y = 2\8\y = y(1 —16)?) =0
Note quey =0 ¢ Solugao dessa equacao, mas se y = 0, temos que x = 0 e o ponto (0 0)
nao satisfaz a equacao x? + 4y = 8. Assim, as solugoes dessa equagao que sao viaveis

1

sa0:
1—16A2:0;»A:j:1

Se)\—4,y—12m:y—f
SeA=—-1y=—12r=y=—

l\"\&

i) g(v,y) =0

g(x,y):0:>x2+4y2:8
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1) Para y = %:
2

x2+4%=8:>x:j:2

Se x =2, temos que y = 1. P, = (2,1)
Se x = —2, temos que y = —1. P, = (=2, —1).
1) Para y = —%:

2

x2+4%:8:>:c:i2

Se z = 2, temos que y = —1. P3 = (2,—1)
Se x = —2, temos que y = 1. P, = (—2,1).

Avaliando a fungao nos 4 pontos temos:

Note que f(P)) = f(P2) > f(P;) = f(Py). Logo, P, e P, sdo pontos de maximo de f
P; e Py sao pontos de minimo de f.

c) f(v,y) =2*-2y°, 2?+¢y*-20=0

Definindo:
glz,y) =2 +y* — 2

APlicando o Método dos Multiplicadores de Lagrange:
Vf=AVg
g(x,y) =0

i) Derivadas Parciais/ Vetor Gradiente:

Vf=(2z,—4y)

(22, —dy) = A(2z — 2,2y)

Temos o seguinte sistema:
20 = A2z — 2)

—4dy = X2y =y(4+2)\) =0

20



Temos duas solugoes possiveis: y =0 ou A = —2.

i) g(z,y) =0
glr,y) =0= 2> +y> - 22 =0
Para y = 0 temos que:

2 —20=0=2(r—2)=0

Portanto, temos os pontos P, = (0,0) e P, = (2,0).

Para A = —2, temos que 2z = A\(2z — 2) = (—2)(2z — 2) e, portanto, z = —2x + 2 =
r=2
20 o 2 , 4 4
— -2z)=0=>y"=-— =
G+ -23)=0=y =5~
NG
— 4 Y°
YT
Logo, temos os pontos Py = (3, ?) e Py=(3, —?).
Analisando a funcao nos pontos encontrados:
f(Pr) = f(0,0)=0
f(P2) = f(2,0)=4
2 V8 12
P)= f(-. —) = ——
2 VB8 12
P)=f(=. - 1) = _—
O maior valor que f assume é 4 e ocorre no ponto P, e o menor valor que f assume
é —% e ocorre nos pontos P3 e Py. Portanto, P, é ponto de maximo de f e P3 e P, sdo

pontos de minimo de f.
Questao 54

Para utilizar o Método dos Multiplicadores de Lagrange, temos que definir 2 fungoes
(a que quero encontrar os extremos chamo de f e a outra chamo de g). O produto das
coordenadas de uma fungao de 2 variaveis é simplesmente xy. Assim, definimos:

f(x,y) =y

g(z,y) =rv+2y—1

i) Derivadas Parciais/ Vetor Gradiente:

Vf=(y,xz)
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Vg=(1,2)

(y7 I) = )‘(17 2)
Dali, tiramos que:
y=A
xr =2\

i) g(z,y) =
glx,y)=0=>2x+4+2y—1=0

1
2 +20=1== 1

1

Como =, x=5ey= i. Logo, o ponto que maximiza o produto das coordenadas

1
2
da reta é o ponto (%, i)

Questao 55

Novamente, temos que utilizar a funcdo distdncia. Para facilitar, podemos definir f
como sendo a funcao distancia ao quadrado. A funcao distancia ao quadrado em relacao
ao ponto (g, yo) é dada como:

fla,y) = (x —20)* + (y — vo)°
No nosso caso, temos que (g, yo) = (14,1). Assim, temos:
fla,y) = (& —14)° + (y — 1)?

g(z,y) =y — 2
i) Derivadas Parciais/ Vetor Gradiente:

Vf=Q2(z—14),2(y - 1))
Vg =(—2z,1)

(2(z — 14),2(y — 1)) = A(=2z, 1)

Temos entao duas equacoes:

14
24+ A
2(y—1):)\:>y:T

i) g(z,y) =
glx,y) =0=>y—2"=0

24+ A 14 .,
_ -0
2 (1 + )\)
A solugao real dessa equacao é A = 6.

Se A =6, x = ll—JfG =2ey= % = 4. Assim, o ponto da pardbola mais proximo do

ponto (14,1) é o ponto (2,4).
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