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Lista Espacos L”

. Mostre que o Teorema da Convergéncia Dominada vale nos espacos L?, se a funcao g

pertencer a LP. Sugestao: tente imitar a demonstragao dada para o Teorema (p=1).

. se as fungoes f,, f g pertencerem a L> o que acontece com o Teorema da Con-

vergéncia Dominada? ||f, — f]lec — 07

. Prove esta versao mais geral do Teorema da Convergéncia Dominada, refazendo a

demonstracao do Teorema: Sejam f,, gn, f, g funcoes em L', com f, — f, g —
gatp e |ful < gns [ gndp — [ gdp

Entao [ f, dp — [ f du. Sugestao: tente imitar a demonstragao dada para
o Teorema. Qual hipdtese substitui a hipétese de dominagao por uma fungao, do
Teorema original? Comente.

Seja f, uma sequéncia de funcoes em L' que converge qtp para f € L'. Mostre que
fo— fem Lt <= ||fulli — |If]]1-
Solucao: Considere h,, = |f.|+|f| — |fn — f| e aplique o Lema de Fatou.

Se f € LP(X,X,n), 1 <p< 400 ee >0 entdo 3 ¢ uma fungao simples com
I|f — ¢|l, < e. Sugest@o: use a sequéncia de fung¢des simples definida na lista de
Funcoes Mensuraveis. O que acontece no caso de Ly,?

Se f € LPe g € L entao fg € LPe || fgll, < |[flpllglloc-

Seja (X, X, ) um espago de medida finita e f mensuravel. Seja F,, = {z € X;(n — 1) < |f(z)| <n

Mostre que f € LP <= >~ nPu(E,) < +oo.

Seja (X, X, u) um espago de medida e f mensurdvel, f € LP*NLP2, p; < py. Mostre
que f € LP VY p € [p1,pa.

Seja f € LP(X) uma fungao limitada. Mostre que f € L1(X) Vg > p.
Desigualdade de Chebyshev: Se f € LP(X) entdo |[f[[5 > ¢ u({|f(z)] > c}).

Mostre que L°(X, X, u) esta contido em LY (X, X, u) <= u(X) < +oo.
Sugestao: considere a funcao f = 1.

Se f € L e p(X) =1 entao |[f||+00 = limps oo |[ f]]p-

Solugao: seja ¢ =D _, axX g, simples, com a representagao padrdo e com maximo
1

em a;. Entao (prdu)% = a [Z:Zl(Z—’;)pu(Ek) ". Observe para k = 1, co-
locando em evidéncia a;, temos a primeira parcela igual a u(E;), e em todas as
outras os coeficientes sao poténcias com base < 1 e expoente p. Quando p — +oo
as outras parcelas tendem para 0. Tomamos p suficientemente grande de modo
que a soma das parcelas com k > 2 torna-se < 1 — u(E;) e assim temos que
6]l < arlp(Er) + j_o(8) u(E))» < ar[n(Ey) + 1 - u(Ey)]» = ai. Agora apro-
ximamos f por uma funcao ¢ simples. Lembre que se f limitada, entao a sequéncia
¢, da Lista de Fungoes Mensurdveis converge uniformemente.

Usando o exercicio anterior calcule lim, ,o, ||sen(z)||, para Lp[0,1]. Qual é o
lim f[o I sen?(x) du?



14. Seja X = N e X a medida em X, com A(n) = 5. Mostre que A(X) < +oc0. Seja
f(n) = +/n. Mostre que f € [P <= 1 < p < 2. O andlogo acontece se X = (0,1)

com a medida de Lebesgue e g(z) = \/ng



