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Introducao

Referéncia:
» Ljungqvist and Sargent. Recursive Macroeconomic Theory. 2nd
edition, chapter 6.

Economia de dotacdo, em que agentes tomam decisao de consumo
sob incerteza
» Conjunto de ativos transacionados permite que os agentes reduzam
flutuacdo de consumo

Mercados completos
» Ha um conjunto suficientemente amplo de ativos, capaz de cobrir
todas as contingéncias
» Agentes conseguem eliminar todo o risco individual

Estrutura também permite determinar preco de ativos

Serve como benchmark para outras estruturas de mercado de ativos



Preferéncias e dotacdes

Tempo discreto: t € {0,1,2,...}

@ Em cada tempo t, um estado estocastico é realizado s; € S é realizado

e s’ =[sp,s1,...,5:] = histéria de eventos até t
» 7(s'): prob. (n3o condicional) de que a histéria st seja realizada
» 7(s'|s®): prob. de que a histdria s’ seja realizada, dado que a histéria
s® ocorreu
@ Estado inicial = sp
> 7E(S()) =1
@ Exemplo com dois estados: s; € S ={0,1}, so=0
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Preferéncias e dotacdes

o [ agentes, i € {1,2,...,1}
» yi(st): dotacdo recebida pelo agente i na histéria st
» c/(st): consumo do agente i na histéria st
» ¢/ ={c'(s?)}: sequéncia de consumo do agente i

o Preferéncias (da perspectiva do periodo t = 0)

U(c’) = Ko { ioﬁfu(c;')}

» B €(0,1): fator de desconto
» u'(c)>0,u"(c) <0,0/(0) =00



Preferéncias e dotacdes

@ Reescrevendo:

_ ; Bt {;u(ci(st)) n(sf)} =Y Y Btu(c(sh) (1)

t=0 st

@ Uma alocacdo é factivel se:

I I
Z ci Z , Vt,st
i=1 i=1

@ Em que Y(s') é a dotacio agregada



Dois arranjos equivalentes

o Arrow-Debreu
» Mercados abrem somente no periodo zero
» Agentes compram/vendem ativos (contingent claims) que pagam em

cada histéria st
» Mercados completos: hd um ativo/mercado para cada histéria st

o Mercados sequenciais

» Mercados abrem em cada periodo t
> Agentes compram/vendem ativos contingentes a realizacdo de um

estado no periodo seguinte

@ Resolveremos o modelo seguindo o primeiro arranjo



Problema de Pareto

@ Resolveremos primeiro o problema do planejador central

@ A;: peso atribuido pelo planejador central A utilidade do individuo i
> Yl i=1

@ Problema do planejador central

max ¥ 4, U(c) — z/;lx,- { Y Y Bt (ci(s) 7 () }

{c} 31 i t=0'st

s.t.



Problema de Pareto

@ Lagrangeano:

ZZ{ZMV )7 (s") +6(s) [i (y’(sf)—C’(St))]}

0st Li=1 i=1

> 0(s"): preco sombra da restricio de recursos do periodo t, histéria s*

e Condic3o de primeira ordem (com relacio a c/(s?))

Bt (c'(s")) m(s*) = O(s")



Problema de Pareto

e Considere duas histérias st e s”, para o mesmo individuo i. Podemos
entdo obter a taxa marginal de substituicdo entre o consumo nessas
duas histérias para i:

Rt,,/ it t t
s, , AiBtu (cC: st)m(st)  6(st)

_ (s)7(s) _
A (ci(sP)m(sh)  6(sh)

@ Note que o lado direito ndo depende de j. Portanto:

TMS, 3o = TMS, ;. Vi,



Problema de Pareto

o Considere agora a mesma histéria s, e dois individuos i e j

At (c(st)) m(s)  6(sh)
AiBtu (cl(st))m(st)  O(s")

o Logo:



Problema de Pareto

@ Somando entre todos os individuos i € {1,2,...,/}

3= Yo (o )

i=

@ Da restricdo de recursos, o lado esquerdo é igual a dotacdo agregada

Y (s?)

e Equacdo acima permite obter implicitamente ¢/(sf) em termos de
Y (s*) e outros pardmetros constantes
» Note que ¢/(s?) n3o depende diretamente da dotacdo individual y/(s?)
> Isso vale para todos os individuos dessa economia



Problema de Pareto

@ Resultado: consumo de cada individuo ndo depende diretamente de
sua dotacdo individual, apenas da dotac3o agregada

@ Intuicado: individuos s3o avessos ao risco, de modo que é étimo para
o planejador eliminar toda a variacao de consumo possivel

» A (nica parte n3o diversificivel é a da dotacdo agregada (incerteza
agregada)

e Exemplo: auséncia de incerteza agregada, i.e., Y(s*) =Y
» Logo c/(st) = ¢’ constante para todo i
> Nivel do consumo é dado pelos pesos de Pareto

u(©) A

U/(E‘j) - Ai

» Quanto maior A;/A;,menor ¢ /¢/, dado que u”(c) <0



Arrow-Debreu

o Equilibrio competitivo em que os agentes transacionam ativos
contingentes (contingent claims) apenas no periodo zero

@ Ativos especificam quantidades a serem entregues em uma dada
histéria st

e q°(st): preco de um ativo que entrega 1 unidade de consumo na
histéria s*
» Normalize ¢%(sp) = 1

@ Mercados completos: ha um ativo para cada histéria st

@ Restricdo orcamentaria do agente i

iZqO(st)ci(st) < Z ZqO(St)yI(St)

t=0 st t=0 st



Arrow-Debreu

@ Problema do agente i
maxU() = ¥, T B (e(s) (59
t=0 st

s.t.

Y Y d(s)(s") < Y ) a’(s")y'(s")
t=0 st t=0 st
@ Lagrangeano:

= i Y Bru(c'(sY) m(s") + i { i Y q°(s") [y (s") = ¢'(s")] }

t=0 st t=0 st

e Condic3o de primeira ordem (com relacdo a c'(s?))

ﬁtul (Ci(st)) T (St) — ,I.L,'qO(St)



Arrow-Debreu

Um equilibrio competitivo é uma sequéncia de precos {¢°(s?)}, e
alocacdes ¢’ = {c/(s')} para cada i € {1,2,...,/}, tais que:

@ Dados precos {q°(s?)}, ¢’ resolve o problema do agente i

@ A alocacdo é factivel, i.e.



Arrow-Debreu

@ De maneira similar ao problema do planejador central, considere duas
histérias st e s, para o mesmo agente i. Utilizando a condic3o de
primeira ordem, podemos entao obter a taxa marginal de substituicao:

ﬁt u(c'(sN)) m(s")  wig®(sh)
u'(c ( ") r ( )  1iq0(sh)

@ Como anteriormente, o lado direito n3o depende de i. Portanto:

TMS!, »=

TMS], 3o = TMS, _,, Vi,

» Aqui o sistema de precos induz os individuos a igualarem suas TMS's
@ Também é possivel mostrar que, com mercados completos, os
individuos conseguem eliminar o risco individual utilizando os ativos
disponiveis



Arrow-Debreu

@ Considere a mesma histéria s, e dois individuos i e j

B ((s)) 7(s) _ pg(s")
Bru (d(s)x(s")  ma(sh)

e Logo:

(d(sY) W

@ Resolvendo para c/(s?)



Arrow-Debreu

@ Somando entre todos os individuos i € {1,2,...,/}

1= Eee= L (o)

e Equacdo acima permite obter implicitamente ¢/(sf) em termos de
Y (s') e outros pardmetros constantes

@ Como na solucdo do problema do planejador central, consumo de
cada agente nao depende diretamente de sua dotacdo, apenas da

dotacdo agregada

@ Agentes conseguem eliminar todo o risco individual via mercado



Arrow-Debreu

@ Equilibrio competitivo é eficiente

Planejador: ———=

Eq. Competitivo: ———5 = —
’(Cf (5 )) 1

e Para uma dada configuracdo de pesos de Pareto A; = 1/u;, condicBes
marginais sao as mesmas

Alocacdo é factivel nos dois casos
@ Nesse caso, precos sdo iguais aos multiplicadores de Langrange

Planejador : Bfu/ (c'(s*)) 7 (s') = wiq®(s")
Eq. Competitivo: L;u (c'(s")) 7 (s*) = 6(s")

e Com A; =1/u;, segue que:



Exemplo 1

@ Auséncia de incerteza agregada, i.e., Y(s')=Y
» c/(st) = ¢’ constante para todo i

@ Para encontrar nivel do consumo, utilize a restricio orcamentaria do

agente |
- Ot ift - Ot ift
q (s c'(s") = q (s y s
L &) Rk ) v
=Btu'(e)a(st)/wi & =Btu'(T)m(s")/ i
Y BY () = LYY
t=0 st t=0 st

———
=1

@ Portanto:

¢-op|Lpverne)



Exemplo 2

e Utilidade CRRA: u(c)=[c'V—1]/(1—7), U/(c)=c77

u (Ci(st)) _ <Ci(st)>7: &

u'(d(st)  \d(s) 1
. A

c'(st) = <“J'> c(sh)
@ Agregando:
! dst) & -
V() = Y cl(s) = SE) 3y 1

i=1 ,UJ- i=1

N TR

@ Consumo de cada agente é uma fracdo constante da dotacdo agregada



Precificacao de ativos

@ A estrutura de ativos cobre todas as contingéncias

» Quaisquer outros ativos sdo redundantes
» Podem ser construidos (e precificados) a partir dos ativos disponiveis

e Considere um ativo que paga uma sequéncia de dividendos {d(s*)}.
Preco do ativo, da perspectiva de t = 0:

= ¥ Y os)d(s")

t=0 st

em que:

q°(s") = B*u' (c'(s")) m(s") /m



Precificacao de ativos

e Dada a normalizacio q°(sp) =1, entdo y; = v/ (ci(so)). Logo:

Bt /(CI )
u'(c/(s ))

@ Preco do ativo que paga {d(s")}, da perspectiva de t =0, é ent3o:

q°(s") =

Fla) = 3R I g

—0 st u'(ci(s0))

o LG




Exemplos

Exemplo 1:

@ Ativo que paga 1 unidade de consumo em t, com certeza (e zero nos
demais periodos):

d(st) = 1, no periodo t
~ | 0,caso contrario

@ Preco do ativo (da perspectiva de t =0):
Y 4°(s)
st

o Taxa de juros livre de risco (entre 0 e t):

1

.
Zst qO(St)



Exemplos

Exemplo 2: Ativo paga {d(s")}s>: apenas se a histéria s é realizada
o s'|st: histérias que sucedem st
@ Preco do ativo, da perspectiva do periodo zero:

Pos) =Y ) a%(sMd(s")

h>t sh|st

o Note que:

» q°(s"): preco de uma unidade de consumo em s, da perspectiva de 0
s

0
q
q%( h): preco de uma unidade de consumo em s", da perspectiva de 0

>



Exemplos

@ Portanto, o preco de uma unidade de consumo em s”, da perspectiva
de st é:

@ Assim, preco do ativo da perspectiva de s':

pi(sh) =), ¥ af(s")d(s")

h>t sh|st

u' (ci(sh
=Y Y ﬁht(c"gsf;; m(s"[s")d(s")

h2t5h|st (
(



Exemplos

Exemplo 3: Ativo que paga {d(st*1)} no periodo seguinte a t.
@ Emula ativos transacionados em uma estrutura de mercados
sequenciais

@ Preco do ativo em t:
Bu'(cii1)
H(sh) =R, — 24
p (5 ) t{ u’(c{) t+1

em que:

o
Bulciin). iing kemel. ou fator de d 4t
T pricing kernel, ou fator de desconto estocastico
u\ ¢t



Ativo arriscado vs ativo livre de risco

o Considere dois ativos de 1 periodo, transacionados no periodo t
> Ativo sem risco: paga 1 unidade de consumo no periodo seguinte,
independente do estado da natureza
» Ativo arriscado: paga d;r1 no periodo seguinte, contingente ao estado
da natureza
> Suponha que eles tenham o mesmo dividendo esperado:

]Et {dtJrl} - 1

@ Para simplificar, suponha que os agentes sdo idénticos

@ Preco do ativo sem risco em t
_ o [BY(cet1)
gt =E¢q ——~—
u (Ct)
@ Preco do ativo arriscado em t



Ativo arriscado vs ativo livre de risco

@ Note que, para duas variaveis aleatérias X e Y

cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)
E(XY) = cov(X, Y) +E(X)E(Y)

@ Aplicando na expressdo do ativo arriscado:




Ativo arriscado vs ativo livre de risco

@ Portanto:

Bu'(crs1
Pt = gt + covy (u’((ct:s)’ dri1

@ Assim:
pe < Gt se cove {Bu'(cev1)/u'(ct), der1} <O

pe > G¢ se cove {Bu'(cev1)/u'(ct), der1} >0

@ Nesse Ultimo caso, o ativo arriscado tende a pagar mais nos estados
em que a utilidade marginal do consumo é mais alta (ou seja, em que
0 consumo é mais baixo)
» Ativo arriscado prové mais seguro que o ativo livre de risco



