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Lista Medida

1. Se 1, ..., p, sdo medidas em (X, M) e ay,...,a, € [0,00), entdo > .  a;u; ¢ uma
medida em (X, M).

2. Para uma sequéncia (F,),en de subconjuntos de X, lembramos que

liminf B, = | J () En e limsupE, = () | Ex

neN k>n neN k>n

Sejam (X, M, 1) um espago de medida e { £, },en € M, entdo p(liminf F,) < liminf u(E,).
Além disso, se u(UPE,) < oo, entdo p(limsup E,) > limsup u(E,).

3. Sejam (X, M, 1) um espaco de medida e E, ' € M. Entao p(EUF)+ p(ENF) =
u(E) + pu(F)

4. Sejam (X, M, 1) um espaco de medida e E € M. Defina VA € M, ug(A) = n(ENA).
Entao pp é uma medida.

Definicdo. Uma func¢ao p em (X, M), u: M — [0, 400] é dita:

i. medida finitamente aditiva se (@) = 0 e, para toda {E,}r_, C M familia de
conjuntos disjuntos, u(Ur_ E,) =S¢ u(E,).

ii. continua para cima se p(UpenE,) = lim pu(E,) sempre que { E, } ,en for uma sequén-
cia crescente em M.

iii. continua para baizo se pu(NpenFy) = lim p(E,) sempre que { E,, },en for uma sequén-
cia decrescente em M com p(FE,,) < oo para algum ng € N.

5. Seja ;1 uma medida p finitamente aditiva em (X, M), entao
1. p é o-aditiva se, e somente se, p é continua para cima.
2. Suponha p(X) < oo, entdo u é o-aditiva se, e somente se, p é continua para baixo.
6. Seja (X, M, 1) um espago de medida finita.
(a) Se E,F € M e u(EAF) =0, entao pu(E) = pu(F).
(b) Defina E ~ F se u(EAF) = 0. Entao u é uma relagao de equivaléncia em M.

(c) Defina p(E, F) = p(EAF). Entao p(E,G) < p(E,F) + p(F,G), de modo que p
define uma métrica no quociente M/ ~.



7. Seja p : p(N) — [0, +00] dada por pu(A) = 0 se A for finito e u(B) = 400 se B for
infinito. Mostre que u é aditiva mas nao é o-aditiva.

8. Seja f : R — R com f(x) > 0 Riemann integréavel e defina u((a,b]) f f(x)dx com
a integral de Riemann. Mostre que p define uma pré-medida na algebra gerada pelos
intervalos semi-abertos de R.

Observe que a medida do ultimo exercicio estende-se a o-algebra dos Borelianos, mas
nao como uma integral de Riemann.

9. Seja f : R — R com f nao decrescente. Defina p((a,b]) = f(b) — f(a) Mostre que u
define uma pré-medida na algebra gerada pelos intervalos semi-abertos de R.

Definigao. Uma medida p no espago X chama-se probabilidade se pu(X) = 1.

Exemplo. Sao probabilidades as medidas pu((a, b)) f f(x)dx com a integral de Rie-
mann, para as f seguintes pré-medidas:

22

L fi(z) = e%#

0,sex <0
2. fg(l’) - {6_/\3c

) se x>0

10. Seja X = N e {p, }nen uma sequéncia de nameros reais positivos, com » .~ p, = 1.
Definimos p(n) = p,. Mostre que p é uma probabilidade em p(N). Calcule p(A) para
qualquer A € p(N).

11. Seja S? C R? a esfera de raio 1. Seja, em coordenadas esféricas, U = {0 < «a; <
ag < 21;0< ¢ < ¢ < 7). Defina
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w(U) =

com a integral de Riemann. Mostre que i define uma pré medida na algebra gerada pelos
retangulos U semi-abertos de S2.

12. Seja p( [0,1] x [0,1],B8) — [0,+o00] a medida de Lebesgue, onde temos p ((a,b) x
(¢,d) = (b—a) (d—c). Calcule a medida de (Q N [0,1]) x [0, 1].

13. Seja (X, A, u)e Z2 = {F € A: u(F)=0}.
1. Mostrequese £ € AeF € Zentao E N F € Z.
2. Mostre que Z é fechado para unioes enumeraveis.

3. Considere A a familia de conjuntos da forma (E U Zy) — Zyonde Zy, Zy sdo sub-
conjuntos de conjuntos de Z (ou seja subconjuntos de conjuntos de medida zero).
Mostre que se G € A, ele tem a forma G = F U Zonde F € A, eZ é
subconjunto de algum conjunto de Z.



4. Mostre que A dada pelos conjuntos G como definidos acima, é uma o-algebra, cha-
mada o completamento de X respeito de pu.

5. Assim é possivel definir i em A por i (E U Z) = u(E). Mostre que fi é uma
medida que concide com g em A. A medida i chama-se uma medida completa e
o completamento de p.
Deste modo, a medida de Lebesgue (ou Borel-Lebesgue) sobre os Borelianos completa-
se & medida de Lebesgue numa o-algebra que contém os Borelianos.

14. seja p* : p(R™) — [0, +o0] a medida exterior de Lebesgue. Mostre que:

(a) se AC R™ e XA € Rentao p*(AA) = [A|"u*(A)

(b) se p € R™ entao u*(A+p) = p*(A)

)
(c) Seja A C R tal que p*(A) = 0. Significa isto que A é limitado?
(d) Seja U C R aberto. Entdao p*(U) = p*(U)?

)

(e) Mostre que a classe A de p(R™) dos conjuntos A € A com p*(A) =0 ou pu*(A°) =0
é uma o-algebra.

15. Seja A uma o-dlgebra de conjuntos de X associada & medida pu, o-aditiva. Considere
a classe B, dada pelos ' C X tais que £ € Bse 3C,D € Acom C C E C D e
pu(C) = p(D). Neste caso definimos ji(E) = u(C) = u(D). Mostre que B é uma o-algebra
e it ¢ uma medida o-aditiva sobre B.
16. Seja X = [0,1] com a o-algebra dos borelianos. Prove a seguinte equivaléncia:

(a) E C X é mensuravel

(b) Dado € > 0 3 um aberto O D F com p*(O \ E) < e.
(c) Dado € > 0 3 um fechado F' C E com p*(E\ F) < e.
(d) 3 G um conjunto € G5 com E C G e u*(G'\ E) = 0.
)

(¢) 3 um conjunto F € F, com FFC E e u*(E\ F) = 0.



