Aula 10 - Varidveis Aleatdrias Continuas
Definicao
Uma variavel aleatéria é uma fungdo que associa, a cada ponto
pertencente a um espago amostral (£2), um dnico ndmero real.

Variavel aleatdria continua

Uma quantidade X, associada a cada possivel resultado do espago
amostral, é denominada variavel aleatéria continua, se seu conjunto de
valores é qualquer intervalo dos nimeros reais, o que seria um conjunto
nao enumeravel.

Exemplo: A distribuicdo de frequéncias da velocidade méxima didria do
vento (m/s) em 2014, é apresentada a seguir:

Tabela 3: distribuicao de
Velocidade do Vento frequéncias da velocidade maxima
do vento (m/s)

020

02000

Xi mi fi f!
§ - b 1370 2,00 - 4,00 300 11 0,0301
- 4,00 - 6,00 500 46 0,1260
. 0080 o460 6,00 + 8,00 7,00 146 0,4000
. F‘”mi 00074 8,00 - 10,00 9,00 100 0,2740
T T : ﬂ 10,00 + 12,00 11,00 35 0,0959
’ ° ® " 12,00 + 22,00 17,00 27 0,0740
et Total 365 1,000
Densidade = M
amplitude

Dado o histograma acima, obter aproximadamente, a porcentagem de dias
com velocidade maxima do vento avaliada

@ entre 4 e 8 (m/s)

@ entre 6 e 10 (m/s)

@ entre 2 e 22 (m/s)
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Funcao densidade de probabilidade ,dl K,
Condi¢Ges para que uma fun¢ao seja wna funcao densidade de

probabilidade:
(i) f(x) >0, Vx € Df
(i) A area entre o grafico da fungdo f e o eixo x € igual a 1, ou seja

/+oo f(x)dx =1

—0C

Consequéncias...
Pla<X <b)y=Pl@ax X<b)=Pla<X<h=PlagX<h)
Sea=b=c,entio P(X=¢)=0
Exemplo: Seja uma fungdo f(x) dada por:
0 para x<0
fx)=< ax® para 0<x<?2
0 para X >2

em que a é uma constante.
Obter a de modo que f(x) seja uma fungdo densidade de probabilidade de

uma variavel aleatdria continua X.
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Exemplo: Seja uma fungdo f(x) dada por:

0 para x<0
f(x) =4 0,2—-0,02x para 0<x<10
0 para x> 10

(a) Verifique que f(x) é uma fungdo densidade de probabilidade;
(b) Construir o grafico dessa funcao; AN jHO #)(/ M*’l
( —®

c) Calcular as porcentagens esperadas para

o X entre 5 e 10 unidades;

o X entre 3 e 5 unidades;

e X entre 0 e 2 unidades;

o X entre 0 e 10 unidades;

e X maior do que 10 unidades;
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) 9-00 x dt= [02 /0,016]5
2 3

= GR.5 —0gl.2s —[0.2.5-901.9)
= g4 (211)

X vl mo&/wmmao

f 0o 0,04 X (b = [m&vdozv@]

_ O k= QU — (030~ 0649
=036 (26%)

X v, () v 10 wridpdeh
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0,440 <0010 (2.0 ~9B4.0)
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Valor médio ou esperangca matematica de X

fioe B[ = /_ " )




Valor médio ou esperanca matemdtica de uma funcio h(X)

E[h(X)] = / T b0 F (%)

—0oC

Variancia de X

0% =Var(X) = E[(X - pux)?]
+00
= / (x — px)?f(x)dx

—00

= E"(xz) - [E(x)])?

Funcao de distribuicao acumulada

Dada a varidvel aleatéria X, com fungdo densidade de probabilidade f(x),

temos que a funcdo de distribuicdo acumulada é dada por:

t

F(t) = P(X < t) = / Fix)a

—00

@ Percentil:
P1oop € o valor de t tal que F(t) =p

@ Caso particular: Mediana

Mdx = Psg é o valor de t tal que F(t) =0,5.

Exemplo: Calcular, supondo o modelo tedrico,

0 para x<0
f(x)=4{ ax® para 0<x<2 Aé()(l:

0 para x> 2
© o valor médio de X (px)

9 E(X?) 0] = |

© a variancia e o desvio padrao de X. -0

0 €0y -/, +6s du
/ ;cJcha% / %?Oéz/
HEL 4 [EE]E

//M) =/ — fﬁm )(06//}//0(/7/,
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Exercicio: Para a fungdo f(x), dada por:
0 para x<0
f(x)=<¢ 0,2—-0,02x para 0<x<10
0 para x > 10

Pede-se:
(a) Calcular px
(b) Calcular o%.

£
(%) fhx (= ] 2yl dn S
o JQ _ *
:Z@%@@C *A % (02 aﬂoa/dm/m X\Y/&/&
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Distribuicao normal

@ Um dos modelos mais importantes de uma distribuicao continua de
probabilidade;

@ Representa, com boa aproximacdo, muitos fenémenos da natureza;
@ Alguns exemplos de varidveis aleatérias continuas que seguem
distribuicdo normal (geralmente):
e Peso: de matéria seca, de raiz, de animais, de pessoas, de frutos, de
sacas de café,...

e Altura: de arvores, plantas, animais;

o DAP;

e Produtividade: de cana-de-agiicar, de soja,...

o Erros de medida em geral.

Um problema:

Foi criado no estado de S3o Paulo um programa para melhoria dos padroes
comerciais e embalagens de hortifrutigranjeiros.

@ Como parte desse programa pretende-se estabelecer um sistema de
classificacao para tomates oblongos quanto ao diametro.

e Foi feito, entdao, um levantamento amostral envolvendo diferentes
variedades, propriedades, cidades e épocas, observando-se um calibre
médio de tomates de 60 mm, variancia de 49 mm? e distribuicio
conforme a figura a seguir.
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Dhstnbuigao dos didmelfros, em mm, de tomales

@ Sistema I:
Classificacao Didmetro Porcentagem esperada
Pequeno até 50 mm %
Médio De 50 a 60 mm %
Grande acima de 60 mm %

s 32
° 4:0 5:0 5‘0 ?IO 8:3
Distribuigao dos didmetros, em mm, de tomates

@ Sistema Il
Classificacao Diametro Porcentagem esperada
Pequeno até mm 20%
Médio De a mm 60%
Grande acima de mm 20%

g 3
° 4:0 5:0 5‘0 ?IO 8:3
Distribuigao dos didmetros, em mm, de tomates

@ Sistema Il
Classificacao Diametro Porcentagem esperada
Pequeno até mm 20%
Médio De a mm 60%
Grande acima de mm 20%
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Densigade

0
—l 1 I V- -

Distnbuicao dos didmetros, em mm, de tomates

Observacoes:

@ As observacoes estao mais concentradas em torno do valor central e a
concentracdo vai diminuindo a medida que os valores vao
aumentando ou diminuindo;

@ Distribuicdo em forma de sino;
@ Distribuicdo simétrica em torno do seu ponto central;

@ As distribuicbes amostrais de estatisticas como médias e propor¢oes
podem ser aproximadas pela distribuicdo normal = Inferéncia
estatistica

@ Distribui¢coes binomial e Poisson = aproximag¢ao através da
distribuicao normal

@ Denominagdo: distribuigdo gaussinana = Karl F. Gauss (1777-1855).

Definicao

Dizemos que uma varidvel aleatéria X tem distribuicdo normal, com
parametros ;1 e o, em que —o0 < i < o0 e o > 0, se sua fungdo
densidade de probabilidade for dada por:

xeR
Notacdo: X ~ N(y,02).
Pode-se demonstrar que:
@ fx(x)>0 @ E(X)=npn
o [M* fi(x)dx =1 @ Var(X) = o?
@ DP(X)=o0

@ fx(x) é simétrica ao redor de p, ou seja, f(u — x) = f(p+ x) para todo x
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u-1.96c 7! u+196c
99%
RN NRRRRRRRRRRnRRRRRRRRRRRRRRRL
n-258c 1! u+258c

A probabilidade de uma varidvel aleatéria com distribuicao normal tomar
um valor entre dois pontos quaisquer, x1 e x2, tal que x; < x2, € igual a
area sob a curva normal compreendida entre os dois pontos.

*2 1 _ (x=n)?
e 227 dx

P(x1 < X < x =/
Ca 2) x V2mo?

Sabendo-se que uma variavel X = didmetro, em mm, de um tomate tem
distribuicdo N(60,49), calcular:

(a) P(X < 50)
(b) P(B0 < X =60)
(c) P(X > 60)

Calculo da integral = métodos numéricos

Y
Distribuicao normal padrao &
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Distribuicdo normal padrao

Se X uma varidvel aleatéria com distribuicio N(j,0?), entdo a variavel

aleatdria Z, definida por:
Y

tem uma distribuicdo N(0, 1), cuja fungdo densidade de probabilidade é

dada por:
1
f2(z) = —e %", z€R.

V2r

Observagoes:
@ A nova distribuicao tem média correspondente a origem e desvio
padrao como medida de afastamento da média;
o E(Z)=pz=0eVar(Z)=0% =1,
@ Os valores correspondentes a P(x; < X < x2) = P(z1 < Z < z)
estdo descritos em uma tnica tabela.

Exercicio: Sabendo-se que Z ~ N(0,1), usando a tabela da distribui¢do
normal padrao, calcular: B
(a) P(0 < Z < 2,14) { %4(7%/5
(b) P(=3,01 < Z <0) A350)7 0/5
(c) P(—3,01 < Z <214)

(d) P(Z>0)

(e) P(Z > 1,00) W0y X

(f) P(Z < —1,00)

%5 = (7638 — 95

W0 UKW [] - 0)4855
/ 3/9

(4) Hl50 <2<0)= F[E0) - (204

0//0)'5 z’i = Us — ﬂ/ﬂﬂﬁ
~0 0 = Q‘/Q@?

(6/ P(fﬂMz?éZ/?/ / Z<Z/q/ «—/(£</50[/

% = (16355 -
—4h 2 = Q%75
(o) #£>0/= g5
T Wres)
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Agora podemos calcular as probabilidades associadas aos intervalos
correspondentes a varidvel X = diametro, em mm, de um tomate tem
(b) P(50 < X < 60)

distribuicio N(60,49). g*
(c) P(X > 60)

/
P(X < 50
Y
Assim, as porcentagens esperadas sao dadas por: 4

Classificagao Diametro Porcentagem esperada
Pequeno até 50 mm 59%
Médio De 50 a 60 mm ?2_ %
Grande acima de 60 mm 5&3&%

(@) 7X<S0) =1 <453/= 00751
&’“’%& = 50:;;5_0 =40 -~ 75
(4 #(50<xceq) =TF145<8 </ /
_ =T/ ¥ )5/
= X’ = 0—' O/
: ?M - Q5 - Q079

= (4736
] 2lv~ml=2/v>sNl=nc




— (//7Zé(o

¢ 7(X>@)=F&>0/=g5

Exercicio: Calcular os valores de X correspondentes as porcentagens

esperadas, em que X = diametro, em mm, de um tomate e tem

distribuicdo N(60, 49).

Classificacao Didmetro

Porcentagem esperada

Pequeno até 714 mm 20%

Médio Des4l a (5 mm 60%

Grande acima de(,5¢% mm 20%
; %_ =X - wdl &ZL =X 0 z | 00 o0t 002 003 o004
fL 0,0] 0,5000] 0.4960] 0,4920| 0.4880] 04840
0\ | -0,1[ 04602| 04562| 04522| 0.4483| 04443
f -0,2| 0,4207| 04168 0,129 0,4090] 0,052
i } -0,3| 0,3821 0,3783] 0,3745| 0,3707] 03669
0 -0,4] 0,3446] 0,3409] 0,3372 0,3336] 0.3300|
-é;‘—;? -O,SI 0,3085| 0,3050( 0,3015| 0,2981] 0,2946
¢ -0,6] 0,2743| 0,2709] 0.2676] 0.2643| 0.2611
-o,7| 0,2420| 0,2389] 0,2358 0,2327] 0,2296

-0,8( 02115 0,2090 0206l| 0,2033 200!

= —() 54

0,0
0,5000)
0,5398|
05793
0,6179]

\ :é ; Q‘jqﬁ :

0,5 06515

0,01 [ 0,02
0,5040] 0,5080)
0,5438] 05478
05832] 05871
06217 0,6255)
0,6591| 06628
0,6950] 0,6985]
0,6] 0.7257] 0,7291] 07324] 07357 07389
0,7| 0.7580] 07611 07642] 07673 07704

"0,8] 0.7881] 0,7910] 0,7939| o,ms?ﬁowg

0,03
0,5120}
0,5517}
0,5910}
0,6293
0,6664]
0,7015}

0,04

0,5160
0,5557
05948
06331
0,6700
0,7054

%7 )(— = 0645_&:@
W& T

K=G>4e

Y= 08 = x-Gsb%
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Exercicio: O comprimento X, em cm, de Litopenaeus schmitti (camarao
marinho), em condi¢des normais na Lagoa do Ibiraquera, tem distribui¢do
aproximadamente normal, com média de 6,0 cm e variancia de 0,2 cm?2,

(a) Qual o intervalo simétrico em torno da média, que contera 75% dos
comprimentos dos camaroes?

(b) Qual o comprimento ¢, que é superado por 7% dos camardes?

>(<\> N (6.0'1 Ol‘l’)

0. 001 0O 0, 0, 0,
0.5000] 0.4960| 04920 0.4880| 0.4840] 0.4801]
0.4602| 04562 0.4522| 0,4483] 04443] 04404
0.4207| 0.4168] 0.4129] 0.4090| 0.4052| 0.4013
0,3821] 0,3783| 0,3745| 0,3707] 0,3669] 03632
0,3446| 0,3409] 0,3372| 0,3336] 0,3300| 03264
0,3085| 0,3080| 0,3015] 0,2981] 0,2946] 0,2912||
0,2709| 02676 0,2643] 0.2611] 02578]
0,2389 0,2358 0,2327| 0,2296] 02266
0,2090| 0,2061] 0,2033 0,2 0,1977
0,1814| 01788| 01762| 0.1736] 01711
0,1562| 01539] 0.1515] 0.1492] 0.1469

0.1335| 0.1314] 01292]| 0.127:

z | 00 [001 [002]003]004]0.05
0,0] 0,5000] 0,5040] 0,5080| 05120] 05160] 05199}
0,1] 0,5398] 0,5438[ 05478 05517| 0,5557] 05596)
0.2| 05793[ 0,5832] 05871] 0,5910] 0,5948] 0,5987]
0,3| 0,6179] 0,6217| 06255 06293 0,6331] 0,63
0,4] 06554 06591] 06628| 0,6664| 0,6700] 0,673
0,5] 06915 06950| 06985| 0,7019] 0,7054] 0,7088]
0,6] 07257 0,7291] 07324| 0,7357| 0,7389] 07422
0,7| 0,7580[ 0.7611] 0.7642] 07673 0,7704] 0,734
0,8 07881 0,7910] 0,7939] 0,7967| 0,7995] 0,8023
,9] 0.8159] 0,8186| 0,8212] 0,8238] 0.8264) 0,8289)

0,8413| 08438 0,8461] 0,8485| 0,8508] 08531

R
OO ONn
i

3 O P P Y

1] 08643| 08665 08686 08708 08729

=

H G599 < XL 4st

@‘U

"2 J96  JeE=g-

b

Seja Y uma variavel aleatdria representando o niimero de sucessos em um
total de n ensaios independentes e 7 a probabilidade de ocorrer sucesso em
um ensaio. Entdo Y ~ B(n; 7). Observe os seguintes graficos:

1 . 1
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total de n ensalos Independentes € 7 a probabilidade de Ocorrer sucesso em
um ensaio. Entdo Y ~ B(n; 7). Observe os seguintes graficos:

& XMM()},JOJJJ

< & - e ¥
| S R e i ——— Fhansaakaabassasbassd
T T T T T T

0 E k) a0 50

A aproxima¢ao normal com média(p = nm/e variancia
aproxima-se bem das distribui¢&es binomiais aprese

Quando a aproximacdo é boa?

Quando a probabilidade 7 de ocorrer sucesso ndo esta muito préxima de 0
ou de 1 e o niumero n de ensaios é grande, de tal modo que nm > 20.

O célculo da probabilidade pela normal é feito utilizando-se uma
distribuicdo N(nm, nm(1 — 7)).

Correcao de continuidade

Consiste em somar e/ou subtrair 0,5 aos limites do intervalo para o qual
desejamos calcular as probabilidades.

@ Em muitas situagdes praticas o calculo das probabilidades pode ser
realizado sem levarmos em conta a correcdao de continuidade;

@ Ignorar a correcao para os casos em que 0,30 < 7 < 0,75 e n maior
do que 400.

Orientacdes:

« Subtrair 0,5 de X quando a probabilidade de X for P(X > X;);
« Acrescentar 0,5 de X quando a probabilidade de X for P(X < X;);
« Acrescentar 0,5 de X quando a probabilidade de X for P(X > X;);
« Subtrair 0,5 de X quando a probabilidade de X for P(X < X;).

g
17 00%/J/ﬁ

"
Exercicio: Sabe-se que a probabilidade de um individuo inoculado contra )(/( {

a <iirta de orine vir a ter 11tma reacin <éria indeceiavel é de N N5 llcandan a
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Exercicio: Sabe-se que a probabilidade de um individuo inoculado contra ,?(\(7 /
o surto de gripe vir a ter uma reagao séria indesejavel é de 0,05. Usando a Z
aproximac¢ao normal a distribuicdo binomial, calcule a probabilidade de que

mais de 16 individuos dentre 200 individuos inoculados tenham tais

mmmmwmyﬁmwwy

L W:W,O//OS ::4[0 f()(

7 16/= 412 > s

:‘”W(l-}/“w(ﬂ/ﬂs,g% =95 _/ /’2 ng /
B s — O04S6

Ly )(216/50/ (S0

Exercicio: Os ovos da produgdo de uma granja sdo classificados em
grandes ou pequenos, conforme seu didmetro. Verificou-se que 45% dos
ovos sao considerados grandes. Supondo que os ovos sdo colocados em
caixas com 60 unidades, aleatoriamente, pergunta-se:

(a) Em que porcentagem esperada de caixas teremos pelo menos 50% de
? % é i
ovos grandes? (50% é igual a 30 ovos). %MM{}M(/

(b) Em que porcentagem de caixas teremos exatamente 50% de ovos

grandes? T%C}/QS o )( @M 60 045
A7 60 pudody - €/< /

(}L’ 7/}7; 560\—0\45,\03’7}\ »3(2\5 N (067; 14,65/

& -7 m«@o G4s, 055 = M85

() 2x799) -~ o2y are) + oo
= 1= Q343 0‘7,"
%4 30’/]/?

Nt - Qs = (4131 e
Ve L O (70) <97

(b F1=50) =0 =5 pon Comaga d aminidodl

A S 1T _A-,+:.., A A
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