
Aula 11 – Cálculo de comprimento de curva
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Instituto de Matemática e Estat́ıstica

MAT1352 – Cálculo para funções de uma variável real II



Objetivo da aula:

Usar integração para calcular o comprimento do gráfico de uma
função.



Dedução da fórmula

I Seja f : [a, b] −→ R cont́ınua e de classe C1 em ]a, b[.

I Fixado n ∈ N, fixe {x0, . . . , xn} a partição de [a, b] dada por

xi = a + i(b−a)
n , par 0 ≤ i ≤ n.

I Considere ∆x = b−a
n , yi = f(xi) e Pi = (xi, yi).

I Defina Cn =

n∑
i=1

d(Pi, Pi−1).

I Isto é, Cn =

n∑
i=1

√
(xi − xi−1)2 + (yi − yi−1)2.

I Note (intuitivamente) que faz sentido definir o comprimento
do gráfico da função como limn→∞Cn.



I Colocando xi − xi−1 = ∆x em evidência, temos

Cn =

n∑
i=1

∆x

√
1 +

(
yi − yi−1
xi − xi−1

)2

.

I Pelo Teorema do Valor Médio, existe ti ∈]xi−1, xi[ tal que

f ′(ti) = f(xi)−f(xi−1)
xi−xi−1

.

I Logo, Cn =

n∑
i=1

∆x
√

1 + (f ′(ti))2.

I Mas essa é justamente a soma de Riemann da função
g(x) =

√
1 + (f ′(x))2 para a partição etiquetada

({x0, . . . , xn}, (t1, . . . , tn)).

I Como a função g(x) é integrável (pois é cont́ınua), temos:

I lim
n→∞

Cn =

∫ b

a
g(x)dx



Teorema 1
Se f : [a, b] −→ R é cont́ınua em [a, b] e de classe C1 em ]a, b[, o
comprimento da curva y = f(x), para a ≤ x ≤ b, é igual a:∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx.



Exemplo 1

Calcule o comprimento da parábola y = x2 entre os pontos (0, 0) e
(2, 4).



Exemplo 2

Calcule o comprimento da circunferência de raio 1. Reflita se há
algum problema nessa “dedução”.



Fim


