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Sequéncias de numeros reais - Teorema 5

Toda sequéncia mono6tona limitada € convergente. |

Na verdade, a demonstragdo do teorema requer hipéteses menos
exigentes: se uma sequéncia é crescente e limitada superiormente, ou
decrescente e limitada inferiormente, entdo ela é convergente.

Exemplo (Stewart, 11.1, Exercicio 69):
Vamos mostrar que a sequéncia

1
ap =1 an+1:3—a—, n=123,...
n

€ convergente e determinar seu limite.
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Exercicios

@ Mostre que a sequéncia
1
by =1 bn+1:§(3bn+5), n=123,...
€ convergente e determine seu limite.

@ Determine os termos da sequéncia

r; =1 Tpt1=4—2, n=1,2,3,...
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O ndmero e

Defina a,, = (14 1)" paran =1,2,3,...
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Existe lim a,,?

Provando-se que a sequéncia (a, ), € crescente e (a,), limitada
(2 < a, < 3 paratodo n) podemos concluir, usando o Teorema 5, que
o limite dessa sequéncia existe. Definimos o nimero e como sendo

1 n
e = lim <1 + )
n—o00 n
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Exercicio

1 n
Determine lim (1 + —>
n—oo 107’1,

Temos:

1 n 1 10nT10
J;ngo(Hm) = hm (”m) ]

I\ %
NG (”z)
(k=10n) L J

1 k| 10 |
[lim (1+E> =e10 = Ve
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~ k—o00
T4(%)

(*) Afungdo f(x) = 270 é continua em R+
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Subsequéncias

Definicao
Dada uma sequéncia (ay, a9, as, ..., an, .. .), considere uma sequéncia
crescente de indices

np<ng<ng<---

A nova sequéncia

(Gny s Oy ngsy - - -)

€ chamada uma subsequéncia de (ay,)y.

Informalmente, uma subsequéncia € uma nova sequéncia em que
foram escolhidos infinitos termos da sequéncia original, mas nao
necessariamente todos.

Observe que a notagao para a subsequéncia indica que seu primeiro
termo € o termo de ordem n; da sequéncia original, o segundo termo
€ o termo de ordem ny, e assim por diante.
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Subsequéncias - continuacao

Por exemplo, considere a sequéncia
(2,5,0,2,5,0,2,5,0,...)

emquea, =2paran=1,4,7,...;a, =5, paran =2,5,8,... €
an =0, paran =3,6,9,...
Podemos considerar infinitas subsequéncias:
@ Escolhendo a subsequéncia formada pelos indices pares, iremos
obter
(ag,aq4,a¢,as,...) =(5,2,0,5,...)
Essa nova sequéncia pode ser escrita como (by)x, sendo
by = ag, parak =1,2,3,...
@ Escolhendo a subsequéncia formada pelos indices da forma
n = 37, iremos obter

(as,ag,ag,aiz,...) = (0,0,0,0,...)

Essa € a subsequéncia (as;);, 7 =1,2,3,...
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Subsequéncias- continuacao

Observe que, em qualquer subsequénciatem-se n; > 1, ne > 2....
Em geral, n; > k, qualquer que seja k € N.

Por exemplo, dada uma sequéncia (z,,),, podemos tomar a
subsequéncia

(xla X2,T3,T7,T11,T15, - - )

Nestecaso,n; =1, na=2,n3=3,n4 =7 >4, ns = 11 > 5, etc.

Martha S. Monteiro (IME-USP) MAT0315 - Introdugéo a Andlise Aula 15 (29/10/2020)



Subsequéncias- continuacao

Teorema 6

Se uma sequéncia (a,,), converge para um limite L entao qualquer
subsequéncia (a,, )i converge para L.

Demonstragao: Como lim a,, = L, dado qualquer ¢ > 0 existe um
indice ng tal que
la, — L| <&, Vn > ng.

Se k > ng, como n;, > k, entdo n, > ng. Portanto,
lan, — L| <&, Yk > no,

0 que garante que a subsequéncia (ay, ), converge para L.
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Subsequéncias - continuacao

Voltemos ao exemplo da sequéncia (ay,)s,
(2,5,0,2,5,0,2,5,0,...)

Podemos criar a subsequéncia (by)x, sendo b, = asi,. Obteremos a
subsequéncia (0,0,0,...) e limb; =0

Também podemos criar a subsequéncia (cx )i, sendo ¢ = asg_1-
Obteremos a subsequéncia

(ag,a5,a8, .. ) = (5, 5, 5, .. )

e limc, = 5.

Como conseguimos duas subsequéncias com limites distintos,
podemos concluir, pelo Teorema 6, que a sequéncia (a,), ndo tem
limite.
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