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AULA -07

Aplicacbes I1: Membrana; Aquecimento de placa

Exemplo 9.2-1 (Deen, pagina ) Aquecimento de placa que se move a um Pe arbitréario.

Fluxo delcalor constante
1 A i 2 U

1 e 2 sdo regides isoladas.

A é uma regido aquecida mediante um fluxo de calor constante go.
K é o comprimento da placa que recebe o calor.

U é a velocidade com que a placa é movida.

L é a espessura da placa

To é a temperatura da placa antes de passar pela regido de aquecimento.

Nas regides antes e apos, longe, do ponto de aquecimento, a placa tem temperatura

constante. A temperatura é uma funcéo do tipo T = T(X,y).
Deseja-se determinar o perfil de temperatura na placa.
Em coordenadas cartesianas, a equacgao de conservacdo de energia é:
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O problema é tudo como em regime permanente: == 0
Vx:U

Vy=Vz=0

Sem produgcéo de calor: i =0
PCp

T=T(x,y)

Assim, a eq 1 fica como:

L ,
ax _ *|ox2 dy? (eqa2)

(eq1)



Com as condicGes de contorno:

T(-0,y)=To
aT( ) =0
— (o0 —
ax - Y

oT

E(X, O) =0
oT

a—y(X; L) =

*0 para x<0 ou x>K

*qo/k para 0<x<K (Lei de Fourrier: q, = kg—;)

k é a condutibilidade térmica da placa.

No lugar de se trabalhar com o problema bidimensional, a proposta é tornar o problema

unidimensional, por se considerar a temperatura média numa dada secdo da placa, numa
dada posicéo x. tal temperatura média é definida como:

~ 1t
T6 =1 [ Ty (ead)
0

Aplicando-se a definicdo da média para a eq 2:

UaT_ 62T+62T 5
ax Y |ox2 dy? (ea2)
aT,
Termoa—x.
1f6Td_1d I )d_d 1fLT( Y _dT A
ax Y T Ld oY= 4k (L 0 Y)Y = 4k (eq4)

Foi utilizada aqui a Regra de Leibnitz:
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L), dy L), ay\oy L\ay/,
Logo, a eq 2 torna-se:
UdT _[d*T N 1 (aT)L ;
ax O |axz L\ay/, (eq7)

Ou:

dT _ d*T L (BT)L g

dx  Cdx® L ay/, (eq 8)
Que produz duas equacgdes:
Para x<0 ou x>K:
<6T)L o

ady/, _
-a temperatura fica constante.
(6T)L _ 4o
dy/, k
-Lei de Fourrier.
E as equacdes ficam como:
d’T UdT _ 0 9
dx? odx (€qa9)

-para x>0 ou x<K

d’T UdT

— =D (eq 10)

-para 0<x<K

Usando-se adimensionais:

_X
Z_L
T-T,
"~ qoLl/k
UL
Pe = —
(04
x_K
L

(eq 6)



Adimensionalizando-se a eq 9:

Como To é uma constante, pode entrar nas duas derivadas; dividindo-se a equagao por
QoL/k:

dz(T_To)/(qoL/k) _ Hd(T_To)/(qoL/k) —

dx?2 o dx 0 (eql1D)
6 _ude _ .
dx?2 adx (eq 12)

Multiplicando-se, membro a membro a eq 12 por L2

d?6 UL de 0 (eq13)
X2 a gcX
d({z d(p)
Ou:
d?e de
d_ZZ_Ped_Z=0 (eq 14)
-para (<0 ou >A.

Adimensionalizando-se a eq 10:

-introduzindo-se To na derivada e dividindo-se por goL/k:

d2(T-To)/(Qol/K)  Ud(T-To)/(qol/K) _ 1

dx? a dx 12 (eq 14)
40 BB et ats)
i “d(p)
Ou:
@ — Ped—e =-1 (eql6)
dg? d¢

-para 0< { <A, com as seguintes condi¢gdes de contorno para as eqs 14 e 16:

0(—o) = 0 (temperatura constante na placa antes da regido de aquecimento).
% (o) = 0 (temperatura ndo varia apés a regido de aquecimento).

As solugdes para essas equagoes sao:



Para (<0:
6,9 = fef (1=e)  (eq17)
Para 0< { <A:
0,(0 = Piez (1—ePeleV) + Pie (eq 18)
Para (>\:

A
05(0 = Pe (eq 19)

Observacdes importantes:

e‘PeZ

Pe?

Para:0,(0) = — (1 — e7Pe}) (<0

-se {2>-o (longe da regido de aquecimento):

-se {=>-0 (proximo a regido de aquecimento):
lim 6; #0
>0-

Ha& um pequeno aquecimento da placa antes de a placa entrar na regido de aquecimento.
O valor do limite da equacdo é tanto maior, quanto menor for Pe.

Se Pe for muito alto, 6; — 0 para (l_l)r(r)1 0, , a placa ndo sofre aquecimento antes de entrar

na regido do aquecimento.

Para: 0,(0) = %(1 — ePe=) ¢ P—(e 0<7<A

-2 medida que {2, o termo eP¢ 6" >1 ¢ 0, aumenta.

-se Pe for muito alto:

epe(Z_}\)

(C-1)<0

Pe({-1)<<<0

E ePe@M>0

Logo 6,(0)—>0 para Pe muito alto, tornando a temperatura da placa constante.

No limite, para {2>A:

e_)\
27 pe

Que é a situagdo para 05(¢), com (>A. A temperatura fica constante e independe de x.

Voltando-se a regido de aquecimento:



1 ¢
- _ Pe(C-1) i

62 (Z) Pez (1 € ) + Pe

Ainda com a hipotese de Pe alto:

(<0

Pe((-0)<<<0

E ePe@M>0
0,(0) = —— 4 — = ( L )

2(Q) = o+

PeZ ' Pe Pe
Que na hipdtese de Pe alto:

- KK
Pe ¢
E assim:

0,(0) = Pie

Que é a equacdo de uma reta.

Altos valores de Pe:

-a conveccao predomina sobre a conducao.
-valores altos de Pe em engenharia: Pe>10.
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EXEMPLO 9.3-1: Dialisador Hollow Fiber.

Considerando uma fibra com raio interno R e comprimento L. a parede da membrana
permite o transporte por difusdo do soluto da solucéo que circula por dentro da membrana
para a solucéo dialisadora (externa). Por ajuste da composi¢do da solugéo dialisadora, a
solucéo que passa por dentro da membrana pode receber ou perder soluto. Nesta situacao,
hé trés resisténcias ao transporte de massa que devem ser vencidas:

-0 fluido dentro da membrana;

-a parede da membrana propriamente dita;

-a solucdo dialisadora.

Para este problema, apenas as resisténcias representadas pelo fluido no interior da
membrana e pela parede da membrana serdo consideradas.

Cid

N ®_

z Ci(r,2) — » U (velocidade média do meio)

Cio

Cid é a concentragdo da espécie i na solucdo dialisadora.
Cio € a concentracdo da espécie i na entrada da membrana.

O fluxo do soluto i de dentro da fluido na membrana para a parede da membrana sera
dado por:

Nir(R,2) = K¢i(2)[Cip(2) — Ci(R, 2)] (eq1)

Cib(z) é a concentracdo média do soluto i no fluido dentro da membrana;
Ci(R,z) é a concentracdo do soluto i na parede da membrana.

Em que:

fA CindA

Cip(2) =
J, v.dA

(eq 2)

O coeficiente de transferéncia de massa kc; é tido como uma fun¢édo conhecida da posi¢do
z.

O fluxo do soluto i através da membrana é dado por:

Nir(R,2) = kpi[Ci(R, 2) — Ci4] (eq3)

kmi € a permeabilidade da membrana ao componente i. kmi depende da solubilidade do
componente i no material da membrana.

Cid é tido como independente de z (a vazdo da solucdo dialisadora é alta). é considerado
como conhecido, assim como Kmi.

A equacdo para a conservacao da espécie i é, em coordenadas cilindricas:



aCi n aCl n Vo aCl " 6C1 -D 10 ( 6C1> 1 02Ci n 62Ci
ot " " ar " r a0 2oz ilrar\"ar/) 12902 " 922
Considerando-se o fluxo desenvolvido:
aC; _o
ot
-Vr=Vp=0
-V#£0
S6 hé& difusdo na direcgdo r, radial.
N&o ha reacdo homogénea: Ryi=0
A equacéo fica como:
Veaz ~ Ciror\ or
Ou
Val dz  ‘or r or (eq'5)

Que integrando-se:

0 Vel g, 4 = , lor o) (€q 6)

Que resulta em:

R 0¢; aC;
J v,ry—dr = RD;— (R, z) (eq7)
0 or

0z
O termo:
aC;
Dia_rl(Ri Z) = _Nir(R' Z) (eq 8)

Ou seja:

fR 9% —RDaCi(R ) = —RN;.(R, ) 9

o VZr aZ r= lar yZ) = ir , Z (eq )
O termo:

R a¢ d R
vargdr—aj; C;v, rdr (eq 10)

Como:

l + Rvi (eq 4’)



fA CiVZdA

v,dA

Cip(2) = (eq2)

A

Cib(z)f v,dA =f Cijv,dA (eq11)
A A

Como dA=rd0dr,

r=R;0=2m r=R;0=2m
Cip(2) .ff v, rdrd® = ff C; v,rdrd6 (eq12)
r=0;0=0 r=0;06=0
Como no primeiro membro da eq 12 estad-se empregando a concentracdo media Cib, no
lugar de v, serd empregada a velocidade média do escoamento U.
RZ R
Cib(Z)2T[U7 = 211] C; v,rdr (eq 13)
0
E tem-se:
2

R R
j C; v rdr = Cib(z)U7 (eq 14)
0

Logo:

fR acid_deC d_dc()URZ_UdeC() s
Vg =gy ), Gvardr = g [Ce@U o) = g G (eq 15)

Rearranjando-se as equacdes:
2

UR~ d
—RN;:(R,z) = % Cip(2) (eq 16)

Ou:

1r

"~ RU

d
—Cip(2) =

o (eq17)

Considerando-se o fluxo do soluto i para a parede da membrana:

Nir = KcilCip(2) — CGi(R,2)] (eq1)

Tem-se:

2k¢i[Cip(2) — Ci(R,2)]
RU

d
acib (z) =-— (eq 18)

Como:
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Nir(R,2) = kpi[Ci(R, z) — Cig4] (eq3)

Nir = k¢ilCip(2) — Ci(R, 2)] (eq1)
Devem ser iguais:
kmilCi(R, 2) — Cig] = kilCip(2) — Ci(R,2)]  (eq19)
Que resulta em:

kciCip(z) + kpiCiq

Ci(R,z) = eq 20
E assim:
K
Cip(z2) — Ci(R,2) = m (Cip(z2) = Ciq)  (eq21)
Portanto:
2
lb(Z) RU Clm(clb(z) Cia)  (eq22)

Com Cib(0)=Cio

Tal equacdo integrada fornece:

Cip(z) — Ciq ~ exp _E( Kcikmi >] (eq 23)
Cio — Cig RU \K¢; + ki

KeiKmi < - A
O termo % é o coeficiente global de transferéncia de massa.
CiTRmi

Se a fibra tem comprimento L, é possivel determinar Cib(L) e com isso determinar o
guanto de soluto é removido pela membrana:

Q = [Cip(0) — Cip(L)]

Sendo Q a vazao de fluido no interior da membrana.



