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Estatisticas de Ordem

Sejam Xi, Xo, ..., X, varidveis aleatdrias independentes e
identicamente distribuidas com distribuicdo F definidas em um
espago de probabilidade (22,3, P). A cada realizagdo w € Q,
ordenamos Xj(w), Xo(w), ..., Xp(w) e denotamos esta ordenagio
por por Xn.1) < X(n2) < - < X(min)- X(n;k) € denominada
k-ésima estatistica de ordem dos Xi, X5, ..., X;,. Em particular
denotamos:

X(n;l) = min{Xl,Xg, ...,X,,}
X(n;n) = max{Xl,Xg, ...,Xn}.

Assumiremos que F é continua e portanto P(X; = Xj) =0,Vi,j e
concluimos que X(p.1) < X(p2) < -ooo < X(nin)-



Estatisticas de Ordem

Teorema 1

Sob as hipdteses acima, a funcdo densidade de probabilidade
(conjunta) de X(n;k)v ( X(n;i)vx(n;j)) e de (X(n;l),X(,,Q), -'-7X(n;n) )
sao respectivamente

n!

(o) = (k—1)I(n— k)!

(1= FOO)™ F(x) M (x);

P X oY) = (35— 7'— it~y - ) O FP

[1— FWI"7F()f(y) se x <y;

fX(n;l)rx(nQ)7"'vX(n;n) (Xl, XDy eany Xn) = n!f(X1)f(X2)....f(Xn)

se X1 < xp <..<Xp.
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Prova
Fx . (x+dx)—Fx_ . (x)
— (n;k) (nik)
Py (%) = lim. = _
; P(X < X(n'k) <x+ dX)
lim ' _
dx|0 dx
lim P((k _ 1) dos XI'/S € (_007X]7 um Xi S (X7X+ dX]7
dx|0 dx
P((n— k) dos X!s € (x + dx, o0))
dx =
n! F(X)kfl[F(X + dX) — F(X)][]_ _ F(X + dX)]nfk

o = 1)1(n — K1 dx
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Prova
Como limgyj0l — F(x+dx) =1—F(x) e
limgx0 W = f(x) concluimos que

nl

X i (X) = (k= 1)i(n— k)] (1 — F(x))"*F(x)1f(x).

A parte restante da prova segue com argumentos analogos.
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Uma prova alternativa da demonstracao acima que tem interesse
em si, segue na observacdo abaixo.

Observacao 1
Considere a funcdo beta definida por

nl

Brkl) = =D — k)1 f;era-ortas

n! u
[ = )tk 1.
k!(n—k)!/o( ) 0<u<
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Integrando por partes, temos:

Box(u) = <Z> th(1—t)" K|y + (Z) /ou(n—k)tk(l—t)”_k_ldt:

(Z) uk(1 — u)n—k + k|(n_n/|(_1)| /Ou tk(l B t)n—k—ldt.

Repetindo tal processo (n — k — 1) vezes obtemos

Boi() =Y () o1 0y,
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Consequentemente

n

P(X,,k < x) Z Lix<x} = k) = <’:> F(x)"(1-F(x))"" =

i=1 r=k

n! F&) -
(k—l)!(n—k)!/o thH (1 — )" “dt.

Se F é absolutamente continua,

n!

(k—1)I(n — k)!

P (%) = FO)R1(1 — F())™*F(x).
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Funcoes das Estatisticas de Ordem.

A média amostral da estatisticas de ordem é

22:1 X
m .

22:1 X(n;k) <
n

identicamente distribuida 3 média amostral dos X,-’s,
A mediana é definida por

X .n+1 3 n = 2k + 1
. (n:"37)
Md = X(n:ﬂ)+X on+1
2 ("-T)

3 , n=2k
A amplitude R é definida por R = X(;.) — X(n:1)-

. 1 e Xmm X
A amplitude média T é definida por %
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Funcao de distribuicao empirica.

Sejam Xy, Xo, ..., X, varidveis aleatdrias independentes e
identicamente distribuidas com distribuicdo F definidas em um
espa¢o de probabilidade (Q2,S, P). A fungdo de distribuicdo
empirica é definida por:

1
Fn(X) = ; Z 1{X,-§X}
i=1
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Observe que a funcio de distribuicio empirica é um estimador n3o
viciado e consistente da funcao de distribuicdo,

E[Fn(x)] Z E[lix<q] = F(x)

Var(Fa(x)) = E[(Fa(x) — F(x))?] =

1 V(3 1) = TN FC)

que converge para 0 quando n converge para o infinito. Portanto
Fn(x) =™ F(x), Fa(x) —P F(x) e Fn(x) —b F(x).
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Observacao 2

P(Fa(x) = &) = P(nFo(x) = k) = P(X(niy < )
n
e
0 X < X(n;l)
k
Fa(x) = 4 0 i =X < Kokt
1 X Z X(n;,,)

Portanto existe uma correspondéncia biunivoca entre Fp(x) e as
estatisticas de ordem.
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Considere um niimero real p,0 < p < 1 e seja (, 0 p-ésimo
quantil de F, isto é, (, é a tnica solu¢do de F(x) = p, quando
existir. Se, para uma estatistica de ordem X(p.), % converge para
p de maneira conveniente, X,.x) € chamado o p-ésimo quantil

amostral, Epm. Embora existam vdrias maneiras de definirmos tal
k, as mais adotadas sdo k = k, = [np] + 1 e k = k, = [(n+ 1)p].
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Exemplo 1
Se p= % Cp é a mediana de F. Se n é impar, n =2m+ 1 temos

(2m+1)

1
5 ]—|—1:[m+§]+1:m—|—1

[np] +1 =

e [(n+1)p] =[ (2m+1+1) = [m+1]=m+1.

Assim o p-ésimo quantil amostral é (p n = X(5.m11)-
Se n é par, n = 2m temos

[np]+1:[27m]+1:m+1 e [(n—i—l)%]:[m—i—%]:m.

Neste caso convencionamos definir p-ésimo quantil amostral como
E _ X(n;m+1)+X(n;m)
p,n = 2
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No contexto da teoria assintdtica, quando % — oo 00U
% —n_oo 1, estas estatisticas de ordem s3o denominadas de valores
extremos. As populacdes adequadas para tais formulacdes s3o:

A) Suponha que exista (g > —o0

F(x) >0 se x>( e F(x)=0 se x <,

entdo (o é denominado um ponto final inferior para F. Se
(o = —o0, dizemos que F tem um ponto final inferior infinito.
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B) Suponha que exista {1 < oo tal que
F(x)<1 se x<( e F(x)=1 se x> (i,

ent3o (1 é denominado um ponto final superior para F. Se

(1 = 0o, dizemos que F tem um ponto final superior infinito.

O comportamento das distribuicGes dos valores extremos
dependem se a populagdo tem pontos finais inferiores (superiores)
finitos ou n3o.
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Teorema 2 Sejam Xy, Xo, ..., X, varidveis aleatdrias
independentes e identicamente distribuidas com distribuicao F
definidas em um espac¢o de probabilidade (2,5, P). Se F tem um
ponto final inferior finito ({p) e um ponto final superior finito ({1),
entdo X(n.m —p C1 € X(n;1) —p Co- Prova nas notas do professor.
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Teorema 3

Sejam X1, Xo, ..., X, varidveis aleatdrias independentes e
identicamente distribuidas com distribuicdo F definidas em um
espa¢o de probabilidade (2,5, P). Assuma que o p-ésimo quantil
(p,0 < p < 1 é unicamente definido, isto é,

Ve >0,F(¢p—€) < F(¢p) = p < F({p +¢). Entdo o p-'esimo
quantil amostral X(,.x), com k = kp, é tal que X4 —P Cpe
X(n;k) —9¢ Cp-
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Prova
P(’X(n;k) - CP’ <eg)= P(X(n;k) <¢+ €) — P(X(n;k) <Cp— €).

Consideremos a varidvel aleatéria Y+ com distribuicio binomial de
pardametro n e F((p + ¢), de forma que

P(X(nky < Cp+€) = P(YT > k) = P(— >

Contudo Y- —sac F((p+e)>pe = % p. Concluimos que
liMmp_oo (X(,,’k) <(p+e)=1
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Por outro lado, consideremos a varidvel aleatéria Y~ com
distribuicdo binomial de pardmetro n e F((, — ¢), de forma que

P(Xiy < G — &) = P(Y™ > k) = P(— >

n

)

S| x

e YT’ =9 F(p—c)<pe % — p. Concluimos que
|imnﬁoo P(X(n;k) < C:p — 6) =0.
Portanto

nl'_fgo P(|X(n;k) —Gl<e)=1

P
e X(,,;k) — Cp-
A prova da convergéncia quase certa ndo serd reproduzida no texto.
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Teorema 5

Sejam X1, Xo, ..., X, varidveis aleatdrias independentes e
identicamente distribuidas definidas em um espaco de
probabilidade (2,3, P) com distribuicdo F e fun¢do densidade de
probabilidade f(x) tal que f((,) > 0. Entdo

VN(X(nky — Cp) -

lim P(

n—oo ’y

x) = P(Z < x)

onde 72 = 7")(((14;”2).
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Prova
Consideremos a variavel aleatéria Y, com distribuicdo binomial de

pardmetros n e F((p + \%X)

P(\/E(X(n;k) - CP) <x)= P(X(n;k) <(p+ =P(Y,> k)=

1
v
Yo = nF(Cp + =x)
VFGo+ S5 = F(G+ %)

k= nF(Cp+ 7x)
PG+ Z01 = F(G+ 50)

P(
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Para calcular o limite, quando n — oo da expressao a direita
usaremos o teorema do valor médio

f f(x)dx = (b—a)f(a+6(b—a)),0 <06 <1).

1y

1 1 B k n Cp Cp-i—ﬁ -
ﬁ(k—nF(Cp—I—ﬁx))—ﬁ—ﬁ[/o (f(z)dz—l—/CP F(z)dz] =

1
\ﬁ—\ﬁ—%[Cp"‘WX_Cp]f(ijLe(Cp"‘\ﬁx)_Cp)?0 <8<l
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Portanto

Jim (k= nF (G + =) = (&)

=P+ 3 (6)

lim =

oG+ 0= F(G+ ) VR p)
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Concluimos que, pelo teorema do limite central

lim P(VA(Xiy — Gp) < ) = P(Z < — 2 e) )
n—00 p(l _ P)
e
onde 72 = pl=p)

f(¢p)?
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Exemplo 3

Sejam xi, ..., X, varidveis aleatdrias independentes e identicamente
distribuidas com distribuicdo exponencial de par ametro A. Desde
que P(X1 > x) = e~ temos que a mediana m é a solugdo de

e Am — 0,5, isto é m= %. Portanto

f(m) = Xe"* =0,5.
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Pelo teorema acima

0,7 1

Md ~ N —).
( A " 4n0, 25/\2)

Um intervalo de confianga para A, ao nivel de 0,95 de confianca é
obtido através de

0,7
*2)y/nA < 1,96) = 0,95

P(~1,96 < (Md — =

produzindo
—1,96 +0,7y/n 1,96 +0,7/n

( v/nm ’ N

)-




