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Andlise de correlacdes candbnicas

Objetivos:

o Compreender e quantificar a associacao linear entre dois

conjuntos de variaveis.
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Andlise de correlacdes candbnicas

Objetivos:

o Compreender e quantificar a associacao linear entre dois
conjuntos de variaveis.

@ Resumir a informacdo de cada conjunto de variaveis nas chamadas
varidveis candnicas, para avaliar a correlacao entre elas

(correlacdo candnica)
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Andlise de correlacdes candbnicas

Origem: Hotelling, 1935.

Exemplo: avaliar a associacao linear entre notas no vestibular e no

primeiro semestre da faculdade.

Prof. Cibele Russo SMEO0822 Andlise Multivariada e ANS 3/20



Andlise de correlacdes candbnicas

Origem: Hotelling, 1935.

Exemplo: avaliar a associacao linear entre notas no vestibular e no
primeiro semestre da faculdade.

Na pratica, temos que resolver um problema de otimizacdo restrita, como
veremos a seguir.
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Modelo de Anélise de correlacdes canonicas via matriz de

correlacao

Sejam X, x1 e Y 4«1 vetores aleatérios com

E(X) = px, Var(X) = Xx,
E(Y)=py, Var(¥) =%y e
Cov(X,Y) =3xy
Cov(Y,X)=%yx =Zxy
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Variaveis canonicas

Definimos

Ui=al X e
Vi=blY

em que dim(a1) =p x 1 e dim(b1) = ¢ x 1. Queremos encontrar vetores
de constantes a; e by tais que a correlacdo entre as variaveis U; e V) seja

maxima, com a restricdo de que

Var(U;) =1 = Var(V1)

(U1, V1) é denominado o primeiro par de variaveis candnicas.

Prof. Cibele Russo SME0822 Anilise Multivariada e ANS 5/20



Variaveis canonicas

Um segundo par de variaveis candnicas (Us, V) poderia ser definido
como

Uy=asX e

Vo=0by ¥
em que dim(az) = p x 1 e dim(ba) = q x 1. Queremos encontrar vetores
de constantes ao e by tais que a correlacao entre as variaveis Us e V5 a

maxima possivel, com as restricGes de que
Var(Uz) =1 = Var(Vs) e

COV(Ul, Ug) = COV(Ul, VQ) = COV(UQ, Vl) = COV(UQ, VQ) =0

e assim por diante, até o par de varidveis canodnicas (Ug, Vi), com
k = min(p, q).
6/20



Variaveis canonicas

Ou seja, para obter o primeiro par de varidveis candnicas (U1, V1)
queremos obter o

max Cor(Uy, V1)
sujeito a Var(Uy) = Var(V;) =1 (%)

Temos que

COV(Ul, Vl) (*)
Cor(U1,V1) = = Cov(U1, V1
or(U1, 11) v/Var(Uy)/Var(V7) ov(th, V1)

= Cov(a{ X,b/Y) = a{ Sxyh.
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Analise de correlacdes canbnicas

Isto é, temos que obter

max @] Yxyb

sujeito a @ Yxa; = b] Byb =1

=] & = E DA
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Andlise de correlacdes candbnicas

Isto é, temos que obter

max af Exybi
sujeito a @ Yxa; = b] Byb =1
Podemos considerar, por exemplo, o Método dos multiplicadores de

Lagrange, com

B

L =alSxyb — % (QIEX@ - 1) —3 (QlTEYlh — 1)

em que « e [ sdo multiplicadores de Lagrange.
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Andlise de correlacdes candbnicas

Para encontrar o maximo, fazemos

0% .
o Yxyb —aXxar =0 (3)
0%

—— =Ylya1 — BSyb =0 (i)
by
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Andlise de correlacdes candbnicas

Para encontrar o maximo, fazemos

0% .
o Yxyb —aXxar =0 (3)
0%

—— =Ylya1 — BSyb =0 (i)
by

Multiplicando (i) & esquerda por a{ e (ii) a esquerda por b{ temos
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Analise de correlacdes canbnicas

a] Yxyh — aa{ Sxa; =0

b Siyar — Bb] Tyby =0

=] & = E DA
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Andlise de correlacdes canodnicas

a] Yxyh — aa{ Sxa; =0

b Siyar — Bb] Tyby =0

= a=a{Xxyb e B=0b]Yyai,

jé que af ©xai = b Syby = 1.

=] & = E DA
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Andlise de correlacdes candbnicas

a] Yxyh — aa{ Sxa; =0

bl X Yyar — Bb{ Syb =0

— a=qa{Sxyb e B=bSyya,
j& que af ¥xa1 = b Tyb = 1.

Mas

a=alYxyb =b/Siya1 =6=n
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Andlise de correlacdes candbnicas

Obs:
(1) — (i1) podem ser reescritas como
Yxyb —n¥xar =0

Yiyar —nSyb =0

ou, matricialmente,
-nXx Xxy @) _ 0
Sy —nSy) \b Q
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Andlise de correlacdes candbnicas

Dai, multiplicando a primeira equacdo por 7 e a segunda por 2;1, temos
nExyb —°Sxar =0 (%)

Sy S kyar = nby (%)

Em seguida, substituimos (xx) em (x) e obtemos

Prof. Cibele Russo SMEO0822 Anilise Multivariada e ANS 12 /20



Analise de correlacdes canbnicas

Sxy Sy Shyar — n*Sxar =0, ou

=] & = E DA
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Andlise de correlacdes candbnicas

SxySy Ehyar — 7*Sxa; =0, ou
(CxyEy'Sky —n*Sx)ar =0 (iii)
e, analogamente, teriamos também

(Z}YE)_(IEXY — 772EY)Q1 =0 (iv),
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Andlise de correlacdes candbnicas

Vamos denotar por A = 1? as solucdes de (iii) e (iv).

Em particular, tomando A o maior autovalor de

SX Exv Iy Sy,

ou, equivalentemente, de
—1yT g1

teremos a maior correlacdo entre Uy e Vi, que é ngEXybl.

Prof. Cibele Russo SMEO0822 Anilise Multivariada e ANS 14 /20



Andlise de correlacdes candbnicas

De forma mais geral, para encontrar ay e by, para k = 1,...,min(p,q),

podemos resolver o sistema de equacdes
(ExyEy' Sy — MEx)ar =0

Sy Sx' Sxy — MZy )b = 0
com ) satisfazendo

ExyEy' Sky — MEx| =0

ISxyEx Exy — MZy| =0

. ) ) , . . . -1 1T
isto é, A\, € o k-ésimo maior autovalor da matriz ¥ Y xy ¥y Xy ou

equivalentemente da matriz 2;12}“2;(12”.
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Andlise de correlacdes candbnicas

A correlacdo canénica é a correlacdo em valor absoluto entre Uy e Vj, e é
igual a /A, isto é,

(af Sxybr)?
(arXxar)(brXyby)

pi2 = M = (Cor(Uy, Vi))* =

As cargas candnicas s3o as correlacdes entre as varidveis originais e as

variaveis canonicas.
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Correlacoes candnicas a partir da matriz de correlacoes

Da mesma forma, as varidveis candnicas também podem ser obtidas a
partir de varidveis padronizadas. Nesse caso, devemos resolver o sistema
de equacoes

(Pxy Py ' Py — M Px)ar =0

(Pyy Pyt Pxy — M\ Py )by, = 0
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Correlacoes candnicas a partir da matriz de correlacoes

Da mesma forma, as varidveis candnicas também podem ser obtidas a
partir de varidveis padronizadas. Nesse caso, devemos resolver o sistema
de equacoes

(Pxy Py ' Py — M Px)ar =0

(Pyy Py Pxy — APy )by, =0
com )\, satisfazendo

|PxyPy' Piy — MPx| =0

|Pyy Py Pxy — A\ .Py| = Q.
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Estimacao das variadveis canonicas

Dadas as amostras aleatérias de X e Y, as matrizes de variancias e
covariancias populacionais X x, Yy, Yxy, Yyx = E)T(Y s3o estimadas
pelas correspondentes matrizes de varidncias e covariancias amostrais

Sx, Sy, SXY e SYX = S)—EY

Caso as matrizes de variancias e covaridncias populacionais sejam
desconhecidas, a anélise de correlacGes canbnicas pode entdo ser

desenvolvida substituindo as matrizes 3 por S.

Da mesma forma, a andlise de correlacGes candnicas pode ser desenvolvida
substituindo as matrizes P pelas correspondentes matrizes de

correlacdes amostrais R no slide anterior.
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Proporcao da variancia total explicada

A proporcdo da variancia total explicada pelas variaveis candnicas é dada
por

p
Z(C’or(Uk,Xi))2
PVTEp, = = x 100%
b
q
> (Cor(Vi, Y7))?
PVTEy, = =2 x 100%.
q

19/20



Inferéncia sobre as correlacdes canonicas

Queremos avaliar se Hy : X xy = 0 contra Hy : Xxy # 0.

=] & = E DA
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Inferéncia sobre as correlacoes candnicas
Queremos avaliar se Hy : X xy = 0 contra Hy : Xxy # 0.

Em casos de amostras relativamente grandes, podemos considerar a
estatistica

p
Ql =N log H(l — )\1)
=1

e rejeitamos Hj se (1 > ¢, com ¢ o valor critico tal que P(X?Dq > c) = a.
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Inferéncia sobre as correlacoes candnicas
Queremos avaliar se Hy : X xy = 0 contra Hy : Xxy # 0.

Em casos de amostras relativamente grandes, podemos considerar a
estatistica

p
Q1 = —nlog H(l - Ai)
i=1
e rejeitamos Hy se Q1 > ¢, com ¢ o valor critico tal que P(x2, > ¢) = .

Se as amostras forem pequenas, Bartlett sugere que rejeitemos Hy se

1 p
Q2= —(n—1- (p+q+Dlog [[(1-A)
i=1
for maior que o valor critico ¢ tal que P(X?,q >c) = a.
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