Estabilidade no Espaco de Estados
(EE)

RELACAO E.E. E FUNCOES DE TRANSFERENCIA (FT)
SOLUCAO DAS EQUACOES NO EE
MATRIZ DE TRANSICAO E MATRIZ RESOLVENTE

v Propriedades
TERMO FORCANTE

SOLUCAO NUMERICA
EXEMPLO



Espaco de Estados e FIs

» Relacdo E.E. e Funcoes de Transferéncia (FT)

» Aplicando a Transformada de Laplace com condicoes iniciais
nulas no SLIT:

sX=AX +BU (1)
Y=CX+DU (2
Rearranjando (1) : (sl — A)X =BU

} U =entrada; Y =saida

Pondo em (2) :

Y=[C(sl—A'B+DU 5o

G(s)=Matriz de FTs




Estabilidade no EE

G(s)=|C(sl —A)"'B+D

(Sl —A)_l _ AdJ(Sl —A)

sl — A
sl — Al =det(sl — A) = 0= Equagéo caracteristica
—> raizes sao os autovalores = polos do sistema.

Para estabilidade os autovalores devem ter parte real negativa:
—> polos devem estar no semi - plano esquerdo no plano complexo.

Para sistemas MIMO, G(s) € uma matriz de FTs, com dimenséo determinada por C e B.

Todas as FTs tém a mesma equacao caracteristicall!



» Caso escalar:
X(t) = ax(t) + bu(t), X(0) = X,
Aplicando a transformada de Laplace:
sX(S) - X, =aX(s) +bU(s)

% L pus)

(s—a) (s—-a) ——

X (s) =

G]_(S) GZ (s)
Transformada inversa (tabela de transformadas)

X(t) = e*x, + [e*“ “bu(r)dz




Caso

Multivariavel:

X = AX(t) + Bu(t), X(0) =X,

Aplicandoa transformada de Laplace:

X(s) = (sl —=A) " x, + (sl —A)"BU(s)
Aplicandoa transformada inversa e usando a
analogia com o caso escalar:

X(t) =e"x, + [ e*IBu(z)dz

onde:

A%’ A3t LA
o 3 Kl
A = @(t) = matriz de transicéo.

o) = £'[o(s)] - £'[(s1-A)*)

®(s) = (sl - A)™ — matriz resolvente.

M=+ AL+




®(At) tem todas as propriedades de e A2t

a) D(At) = AD(AL)
D (At) = e™ = D(AL) = Ae™™ = AD(At)

b) ®(0) =1 =e"*

C) D(At) =e ™ =e ™ = D(—Al)

d) ®(t, —t,) =D(t, —t)D(t, —t,)
D(t, —t ) = e =e 1210 = gAltZI0)
=N TN — o (t, —1)D(t 1)

e) CD(t 4 z') _ eA(t+z') _ eA(t)eA(r) _ (D(t)(l)(z')

f) ®O)P(z) = P(z)D(1)

g) @ (t) = DH)D()D(1)---=e et ... = ittt

=e"" = @(qt)



Dado:
X = AX(t) + Bu(t), X(0) =X,
A solucaoanalitica é:

x(t) = e™x, + joteA“")Bu(r)dr

onde:

2 3 1 A K
eAAt=I+AAt+A2A|t A?)At —ZAAt = P(At)

e”™ = ®(At) = matriz de transi¢ao para um intervalo de tempo At.
= X(t) = D(At)X, + [ @(t — 7)Bu(r)dr

O termo de convolucadopara u(t) =u=ctenointevalodr=t—-0¢:
(fot(l)(t — T)dz')?)u =T'(At).B.u

T At




[(At)= [@(t—7)dr = [ dr = [e*’dO
2 N2 33
A9+Aﬂ.m%6

2! 3!

r(At)= [ (I + A0+

_I_
2! 3! 4]

2 2 3 3
F(At)=At(l+—AAt+AAt +AAt : j
2! 3l 4]

=x0=[ 545 [Atni @kfbj

t

2 2 N3 3 N4

l“(At)=(I6?+A67 JAG L AG j
O

k=0
obs:Se A for inversivel, tem-seainda :
Ir=A*(®-1)

1 ACALK

AL k1)




Exercicio para casa:

» 1) Determine numericamente a matriz de transicdo € a matriz dos termos
forcantes expandindo as série de Taylor do slide 11 até o quarfo termo,
para 20 intervalos de tempo de 0,2 s cada para o seguinfe sistema sujeito
a uma entrada degrau unitario e fazendo o grafico de saida para x;:

[2]:[—?00 (1)] E;Hfo] i



Transtormacoes Lineares (TL)

» Nd&o alteram caracteristicas do sistema: 10
» Se € estavel, permanece estavel sob uma TL.

X=AX+Bu
y =CX =
seja:x=7Tz
T2= ATz +Bu (1)
y=CTz
multiplicar (1) porT ™ aesquerda: A e A:

-7 mesmos
autovalores

2=T7 ATz +T "Bu

y=CTz

edefinindo : T AT =A; T B=I;CT =6

Z=Az+1TUuU

y=0r —_




Estabilidade no E.E. 11

A estabilidade de um sistema independe de sua enfradag, isto €, a estabilidade € uma caracteristica do
sistema. A mudanca do sinal de entrada ndo altera esta caracteristica e se ele for estavel para um sinal
imitado serd estavel para qualguer outro sinal limitado. Assim a estabilidade pode ser verificada apenas
pela parte ndo forcada da solucdo (a solucdo homogénea):

x(t) = ®(At)x, = e4A?

Se usarmos uma transformacao linear T, cujas matriz cujas colunas sejam os autovetores (matriz modal) do

sistema € possivel mostrar que a matriz transformada A =T AT serd uma matriz diogonal onde os
autovalores comparecem na diagonal principal:

A1 AN 0
0 A, 0 -« - e 0 3 Y
0 0 - EEE. 0 k= Qg )
A=] 7 I )= efi= cosp + jsenp
: : N .. 0
0 0 O 0O 0 A,

= todos autovalores devem ter parte real a negativa para estabilidade.
Obs.: A e Amesmos autovalores!



Exercicio 2:

a) Determine os autovalores;

b) Verifique a estabilidade;

c) Determine os autovetores vi: Av; = AV,
d) Monte a matriz modal T;

e) Determine a matriz A = T~1AT
f) Ache a matriz de transicdo para a matriz A e simule o sistema numericamente para

uma entrada degrau apenas no tanque 1 (u2=u3=0), e as condi¢des iniciais X;=X,=X5= 1,
(use os intervalos de tempo que julgar necessario). Faca um grafico para x;(t), x,(t) e x5(1)



Excesso de simeftria

First mode:

.




