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Transformacoes lineares



Transformacoes lineares

T : U — V é uma transformacdo linear quando:
» T(u+v)=T(u)+ T(v), YuvelU
» T(au)=aT(u), VaeK,ueU.

Propriedades
» T(0)=0 (T leva o vetor nulo de U no vetor nulo de V)

> T(ax+fy) =aT(x)+BT(y).
» Composta de transformacdes lineares também € linear.

Matrizes de transformacdo linear
» Transformacoes lineares <> matrizes
» [Tulg, = Alu]g, ou simplesmente Tu = Au

» As colunas de A sdo Tv;, onde By = {v1,...,vp}.



Transformacoes e subespacos vetoriais

Teorema
Seja T : U — V uma transformacio linear:

» Se W for um subespaco de U entdo T (W) é subespago de V.
» Se Z for um subespaco de V entdo T~1(Z) é subespaco de U.

Demonstracdo da 22 parte
»0=T(0)ecZ = 0T Y2
» sejamu,ve T Y(2Z2) = Tu,TveZ —
Tu+Tv=T(u+v)eZ = u+veT 12

> seauc T Y(Z) = TueZ = aTu=T(aw)eZ =
au € T7Y(2)



Nucleo e Imagem

Seja T : U — V transformacao linear.
» Nicleo de T: ker T = T-1({0})

» Imagemde T:Im T = T(U)

» Pelo teorema anterior,

» o ntcleo é subespaco vetorial de U
P> a imagem é subespaco vetorial de V



Exemplos

T:R>—R3 T(x,y,z)=(x,y,0)
ker(T) ={(0,0,¢c) : c € R},
Im(T)={(a,b,0):a,be R}

T:R*> =R, T(x,y)=x—3y
ker(T) = [(3,1)],
Im(T) = R.

D : P3(R) — P3(R) o operador derivada, D(p) = p’
ker D = [1],
Im(D) = Py(R).



Teorema do Niucleo e da Imagem

T:U—= V:dmU= dimker(T)+dimIm(T)

>
>
>

v

Seja By = {u1,...,up} uma base de ker(T)
dimker T =p
Complete uma base B de U:

B=uy,...;up,vi,..., v
dmU=p+r
ImT =[Tug,... Tup, Tvi..., Tv,] = [Tvr..., Tv]
Se mostrarmos que Tvy ..., Tv, sdo LI, concluiremos que

dimIm T = r e o resultado esta mostrado.



Teorema do Niucleo e da Imagem

T:U— V:dimU= dimker(T)+dimIm(T)

» Se mostrarmos que Tv; ..., Tv, sdo LI, concluiremos que
dimIm T = r e o resultado esta mostrado.

arTvi+4a, Tv, =0 = T(ayvi+--+a,v,)=T0=0
— a1y +---+av €kerT
— apvi -V = frun + - + Bplp
— —frur 4= Ppup+arvi+---+av, =0

» como B é base, aj =0e ;=0
» Portanto Tv;..., Tv, sdo LI



Exemplos

N3o existe transformacio linear F : R?2 — R3 que seja
sobrejetora

De fato, pelo teorema anterior, temos

dimIm(T) = dimR? — dimker(F) = 2 — dim ker(F) < 2.

N3o existe transformacdo linear F : R* — R? que seja injetora



Autovalores e autovetores

Considere o operador linear em R?
X 0 2 X
' (y) - (1 —1> (y)
AN
Entao A (2) = (_1>

Como podemos interpretar geometricamente?



Autovalores e autovetores

Considere o operador linear em R?
X 0 2 X
' <Y) - <1 —1> (y)
AN
Entao A (2) = (_1>

Como podemos interpretar geometricamente?

As transformacdes lineares mais simples sdo multiplicar vetores por
um escalar.

Podemos encontrar direcdes nas quais a acdo de A é multiplicar
por um escalar \.



Autovalores e autovetores

Considere o operador linear em R?
X 0 2 X
' <Y) - <1 —1> (y)
AN
Entao A (2) = (_1>

Como podemos interpretar geometricamente?

As transformacdes lineares mais simples sdo multiplicar vetores por
um escalar.

Podemos encontrar direcdes nas quais a acdo de A é multiplicar
por um escalar \.
Essas direcoes sdo autovetores e esses escalares sdo autovalores.



Autovalores e autovetores

Buscando autovalores e autovetores

Seja o vetor v # 0 tal que Av = Av. Entdo,

Av = v = \lv
— (A=A)v=0 (1)

Equacgao caracteristica

O sistema (1) tem solugdo ndo nula v se e somente se

det(A—Al) =0



Autovalores e autovetores

» Todo multiplo ndo nulo de um autovetor é autovetor.
Portanto ha infinitos autovetores.
No entanto, ha um ndmero finito de autovetores L.I.

» Se ) for raiz simples do polindmio caracteristico, A tera
exatamente um autovetor LI associado.



Autovalores da matriz transposta

» Ae AT tém os mesmos autovalores

(A=ANT =AT —(ANT = AT — I
det A=det AT
det(A—A) =0 < det(AT —AI)=0



Autovalores e autovetores

Exemplo
0 2 -\ 2
A‘<1 —1>’ A_/\l_(l —1—)\>

det(A— M) =X +)-2
que tem raizes —2 e 1.

Para A = -2

Para A =1



Autovalores e autovetores

Exemplo




Autovalores e autovetores

Outro exemplo

01
A_<1 0), A\

det(A— M) =X -1

Il
D
s
I
>
N————

que tem raizes —1 e 1.

Para A = -1

Para A =1



