Aula 17

Calculo de integral dupla: Teorema de Fubini
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Seja R =[a, b] x [c,d] e f : R — R uma funcdo continua
cada y fixo em [c, d] podemos considerar

b
aly) =J f(x, y)dx

Temos que «(y) é continua em [c, d], logo faz sentido

o[

b
J f(x,y)dx) dy

a

. Para
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Analogamente, para cada x fixo em [a, b], podemos considerar

d
B(x) :J f(x,y)dy

Temos que (x) é continua em [a, b], logo faz sentido

[omar [

Estas integrais sdo chamadas integrais iteradas

d
J f(x, y)dy) dx

C
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Teorema de Fubinni

Teorema
Suponha R = [a, b] x [c, d] retdngulo e f : R — R continua. Entdo

[ o= [ ([ )=

Jb f(x, y)dx> dy

a
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Exemplo
Calcule JJ x + y dxdy, onde R = [0,1] x [2,3]
R

solucao: Primeiro modo: Pelo teorema de Fubini temos

1/3
JJ x—i—ydxdy:J <J x+ydy>dx
R 0

2
Para cada x fixo

3 2|1y=3 9 5
Jx—i—ydyzxy—i-y =3x+ - —2x—2=x+
2 2|, 2 2
Entdo
1 2 1
5 X 5 1 5
dxdy = —dx=—+_x|=-+-=3
JJRx+y xdy J0x+2x 2+2X0 2+2
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Segundo modo: Pelo teorema de Fubini

[]7+roe =[],

Para cada y fixo

x+ydx>dy
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Teorema

Suponha g1, g : [a, bl = R fung¢bes continuas tais que
g1(x) < g2(x), x € [a, bl.

Seja f : B — R funcdo continua, onde

B={(xy);a<x<b gilx) <y < glx)}

([ e = [ ([ st o

g1(x)

Entio
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Exemplo
Calcule JJ xy dxdy, onde B ={(x,y);0 < x <1, 0 <y < x?}
B

solucao: Pelo teorema de Fubini temos

2

[], e = [ (], o)

Agora
Jx2 y2 y=x2 5
xy dy = x—— = —
0 21,9 2
Dai s .1
X 1
sty e Jo T 12|, 12
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Teorema

Suponha hy, hs : [c,d] — R fungdes continuas tais que
hi(y) < ha(y), y € lc,dl.

Seja f : B — R funcdo continua, onde

B={(x,y);c<y<d, hly) <x< h(y)}

[ rosiaras= [ (" rsiar) o

hi(y)

Entio
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Exemplo

Calcule JJ xy dxdy, onde B = {(x,y);0 <y <1,y <x<1}
B

solucao: Pelo teorema de Fubini

1/l
JJ xy dxdy = J <J Xy dx> dy
B o \Jyy

Agora

Portanto

1 2 2 3
y |y Yy Yy
”BXyXy .[02 2774 6




Aula 17

Exemplo
Calcule JJ (x — y)dxdy, onde B = {(x,y); x>+ y?> < 1, x > 0}
B

solucao: Primeiro modo: Integrando primeiro em relagdo a
varidvel y e depois em relagdo a varidvel x
Note que

B={(xy)0<x<1 —V1-x2<y<V1-x2}

e dafi pelo teorema de Fubini temos

[ (e

Agora
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YT
=2xv1—x?

V1—x2 y2
J (x —y)dy = (Xy—2>
y=—v1-x2

V12

Entao

J JB( y)dxdy = Jl 2x1/1 — x2dx.

0

Fazendo u =1 — x? temos que du=—-2xdxex=0—>u=1,
x=1— u=0, assim

1 1
J 2X\/1—X2dX:J Vudu =
0 0

”B(x ~ y)ondy =

1
3

u§ = —

0

2
3

Portanto
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Segundo modo: Integrando primeiro em relagdo a varidvel x, e

depois em relacdo a variavel y
Note que

B={(xy)-1<y<1 0<x<1-y2}
e dai pelo teorema de Fubinni temos

2

1 1-y
” (X—y)dxdy=J (J (X—y)dX)dy
B -1 \Jo
Agora
1-y2 %2 x=4/1=y? 1— y2
J (X—y)dx=<2—xy> =5 Y
0 x=0

1—y

2
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Portanto

1 1— 2
”B(x—y)dxdyZJ 1 Y yV/1—y2dy

2

1

Observando que J yv/1—y2dy = 0 pois o integrando é uma
-1

. 1—y? ~

funcdo impar, e por outro lado, — é uma func3o par, temos

1 2 2 3
1—y 2 y
J1 2 ¥ Jo dd <y 3)

”B(x ~ y)ody =

que

L B
s 3 3

Portanto
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