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Aula 16

Considere B C R? um conjunto limitado e f : B — R uma func3o.

Problema: Definir de modo andlogo ao Célculo 1, a integral de f
sobre B
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Seja R um retangulo,
R=1[ab] x[c,d] ={(x,y) R} a<x < b, c <y <d}

com a < b e ¢ < d reais fixos. Seja
Piira=xg<x1<x<---<x,=be
Py:c=yo<y1<ys»<---<ym=d partigbes de [a, b] e [c, d]
respectivamente. O conjunto

P:{(Xi)yj); i=0,1,2,--- ,n,j:O,1,2,~~-m}

denomina-se uma particao do retangulo R. Notemos que uma
particio P de R denomina mn retangulos
Ri ={(x,y) € R%xi_1 < x < x, yj-1 <y < yj}.
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Seja f: B C R2 — R com B um conjunto limitado. Considere um
retingulo R = [a, b] x [c, d] que contém B. Seja
P={(xi,y);i=0,1,2,---,n, j=0,1,2,--- m} uma particdo de
R. Para cada par de indices (/, ), seja &;; um ponto escolhido
arbitrariamente no retangulo R;. O ndmero

> ) flEj)Ax Ay,

i=1 j=1

onde f(&;;) deve ser substituido por zero se &;; ¢ B, denomina-se
soma de Riemann de f relativo a particao P e os pontos &;;.

No que segue, A serd o maior dos nimeros

Ax1,Axo,y -+ s AXny Ay, Ayoy -+ Ay,
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Dizemos que a soma de Riemann
n m
D> ) flEj)Ax Ay,
i=1 j=1
tende a L, quando A tende a zero, e escrevemos
n m
lim > Y f(Ej)AxiAy =L

A—0 4 -
i=1 j=1

se para todo € > 0 dado, existir um & > 0, que depende somente
de € mas ndo da escolha dos &, tal que

> ) f(Ej)Ax Ay — L’ <e

i=1 j=1

para toda particio P, com A < 8.
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Quando L existir, denomina-se integral dupla segundo Riemann de
f sobre B e indica-se

JJB f(x,y)dxdy = AIiLn0 Z Z f(&ij)Axi Ay;

i=1 j=1

Se este nlimero existe, dizemos que f é integravel em B.
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Definicao
Definimos a drea de B por

drea de B = JJ dxdy
B

Definicao
Seja f(x,y) integravel em B, com f(x,y) > 0 em B e

A={(x,y,z) e R%(x,y) € B, 0< z < f(x,y)}

Definimos o volume de A por

volume de A = JJ f(x,y)dxdy
B
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Sejam f e g integraveis em B e k uma constante. Temos que:
I) f 4+ g e kf s3o integraveis e

JJB(f(x,y) + g(x, y)dxdy = JJB f(x,y)dxdy—kJJBg(x,y)dx dy

”B kf (x, y)dxdy = k”B f(x, y)dxdy

II) Se f(x,y) > 0 em B entdo JJ f(x,y)dxdy > 0
B
[I1) Se f(x,y) < g(x,y) em B entdo

”B Fx, y)dxdy < ”Bg(x,y)dxdy
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