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. Teorema da Convergéncia Dominada:

Seja (X, A, 1) um espaco de medida, e f, : (X, A) — R uma sequéncia de
fungoes mensurdveis que converge para uma fungdo f, e g : (X, 4) - R
uma fungao integravel com |f,(z)| < g(z)Vx € E, E € A.

Entao [, fudp — [ fdp, e [ |fn — fldp — 0.

. Corolario: Se f, : (X, A,u) — R uma sequéncia de fungdes tais que
3 [ fadp. Entao se Y7 [y [fn(2)|dp < 400 temos que

1 fX fndu = fX 1 fadp. Observe que neste Corolério o resultado é
o mesmo que no Corolario acima, mas f, nao precisa ser > 0.

. A seguir damos dois resultados sobre o que acontece quando as [ fn(z)dp <
M, M e R, f,>0

. Teorema (Beppo Levi):

Sejam E C R" , A uma o - dlgebra e f, : (E, A) — R* uma sequéncia
nao decrescente de fungdes mensuraveis nao negativas, £ € A. Suponha
que [ fadp < M, M € R

Entao 3 limp— oo fn(x) = f(z) e é finito em qtp, f é integravel em E e
limpn 4 o0 fE fndp = fE fdp

. Teorema (Fatou): seja f, : (E,A) — R* uma sequéncia de fungdes
mensuraveis nao negativas com f gfndp < M, M € R. Suponha que
fn converge qtp para f. Entao fE fdu < M.

. Continuidade dependente de um parametro: Seja f(z,t) : X x [a,b] — R
tal que:

(a) Vt € [a,b] , a funcdo f(,t) é mensurdvel.

(b) para quase todo z € X, a fungao f(z,) é continua em [a, b].

(c) 3g € L' /|f(z,t)] < |g()|

Entdo: a fungao 5(t) = [y f(,t)dp(x) é continua em [a, b].

. Derivabilidade dependente de um parametro:
Seja f(x,t) como acima e suponha que para t € [a, b] temos:

a) 3 [y flz,t)du(x)
of
(b) HaemXx [a, b]

0f(z,1)
ot

(¢) 3 uma funcédo h integravel em X com

‘ < h(z).

Entao 8(t) do exercicio anterior é derivdvel em [a,b] e

af d [y f(x, t)du(x)

§) = [ Granla) = =5




Exercicios Notagao: Indicaremos f[a 0] f dp para a Integral de Lebesgue no

intervalo [a,b] e fab f(z) dx para a Integral de Riemann.

1. Se f: [a,b] — R Riemann integravel com f; f(z)dz < 400, entdo f é
mensuravel e sua Integral de Riemann é igual a sua Integral de Lebesgue.

Ouseja [} f(z)dz = [, fdp.

2. Seja f : [a,b) — RT tal que existe a integral imprépria de Riemann
limgty, [ f dz. Entdo existe a f[a p [ du e éigual a integral imprépria.

3. Seja f : [a,b) — R tal que existem as integrais impréprias de Riemann
limay [ f dx e limgy, [ |f] do. Entao existe a f[ f du e é igual a
integral impropria.

a,b]

t t
4. Seja a > 1. Mostre que fol % dt =500 0
b

efn:v
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6. Mostre que limy_, o fok (1 — k~tz)*dr = n!.

5. Seja f, = . Calcule limy, s 1 oo fO°° fndz.

1 2
7. calcule limy,— 4o fol @iin%dx.
€T n

. n 1 . 1
8. Seja f, = Zkzl(—l)kEX[k,Lk] que converge para f = Zzﬂ(_l)kEX[kfl,k]
. Mostre que 3 limy,— 1 o0 fon fndp, mas jﬂfRJr fdp como integral de Lebes-

gue. Ou seja pode existir a Integral Imprépria de Riemann e nao existir
a Integral de Lebesgue correspondente.

9. Seja f € L' . A Transformada de Fourier de f é dada por op(t) =
Jg fz) €™ dx. Mostre que ¢(t) ¢ continua V t. A seguir calcule ¢'(t),
mostrando antes que ela existe. (Entre outros temas, ela é utilizada para
resolver EDP).

10. Seja f € L' . A Transformada de Laplace de f é dada por (s) =
Ja+ f(x) e dx. Mostre que v(s) é continua V s. A seguir calcule ¢'(s)
mostrando antes que ela existe. (A Transformada de Laplace define-se
analogamente para s € C. Entre outros temas, ela é utilizada para
resolver EDO).

oo cos(xt)

11. Mostre que a fungdo dada por p(t) = |, Tt dz estd bem definida e
x

é continua. A seguir calcule ¢'(t) e mostre que é continua.

1
12. Mostre que f0+oo 2"e~*dx = n! derivando a equacao f0+°o e tTdy = T3 para t >
0.

1 1
13. Mostre que a fol —sen(-)dt existe como integral imprépria de Riemann,

mas nao como integral de Lebesgue.



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Seja f, =nxp 17 em X=[0,1] e Aa o algebra de Lebesgue. Mostre que
0,—
n

a condicdo | f,,| < g ndo pode ser descartada no Teorema da Convergencia
Dominada.

Seja fn, € L(X, A, 1) uma sequéncia que converge uniformemente a uma
funcdo f e u(X) < co. Entao [ fdu = lim,— oo [ frdp

Mostre que a hipdtese u(X) < +oo ndo pode ser descartada no exercicio
anterior. Com efeito, seja f, = —X[o,n)- A sequéncia converge para f=0
n

uniformemente, mas f[o oo fndp=1e f[o toe] A =0

1
Jn = —Xn,4oc)> € J = 0 com a dlgebra dos Borelianos. A sequéncia ¢ de-
n

crescente e converge uniformemente para f, mas 0 = [ fdu # lim [ fodp =
400. Ou seja que nao ha um Teorema da Convergéncia Mondtona para
fn = 0 decrescente.

Seja f, uma sequéncia decrescente que e suponhamos que f fi<+oo. O
que acontece? A sequéncia converge? para uma funcgao integravel?
Solucao: considere a sequéncia g, = f1 — fa.

No Lema de Fatou temos desigualdades envolvendo liminf. Mostre que se
a sequéncia f;,, for dominada por g, obtemos uma desigualdade envolvendo
o limsup.

Seja fon, = XE; font1 = 1—x g onde 0 < u(FE) < +o0. Para esta sequéncia,
a desigualdade do Lema de Fatou é estrita.

Enuncie um Teorema da Convergéncia Dominada para o espago [y das
sequéncias numéricas (ax), k € N sendo p a medida de contagem, ou seja
wk)=1,Vk €N.



