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Nesta prova voceé deve escolher questoes cujos valores somem no maximo 10 pontos para
fazer e entregar.

Deve também entregar tabela abaixo preenchida com suas escolhas, apresentada no
inicio do seu arquivo.

Tabela a ser preenchida que deve vir no inicio de seu arquivo:

Questao | Se fez, preencha com X || Questao | Se fez, preencha com X
Questao 1 Questao 6
2.0 2,0
Questao 2 Questao 7
1,0 2,0
Questao 3 Questao 8
1,0 2,0
Questao 4 Questao 9
2,0 2,0
Questao 5
2,0

uestao , onsidere o espaco métrico ,~ com M = ed: X efinida por
Q ao 1 (2,0) Consid pag Strico (M, d M =R? e d: R? x R? definida p

d(%?J) = |$1 + Xy — Y1 — 92| +d*($1 — X2,Y1 — yg),Vx = ($17$2)ay = (91792) € RZ,

onde d, é a métrica discreta em R. isto é, se s,t € R. Sejam 7 : M — R emy: M — R as
projegoes definidas por mi(x) = x1 e m(x) = xo.
Considere R com a distancia usual e mostre que 7 e w5 sao continuas.

Questao 2 (1,0) Mostre que nio existe fungao continua f : B1[0] C R?* — R3, cuja imagem
seja a esfera de centro na origem e raio 1 “menos um ponto”.

Questao 3 (1,0) Mostre que nao existe fungao continua injetora f : R* — R? tal que a
imagem da esfera S; de raio 1 centrada na origem tem como imagem a uniao o de duas esferas
tangentes, Sy de centro em (—1,0,0) e raio 1, e S5 de centro (1,0,0) e raio 1.

Questao 4 (2,0) Seja (M,d) um espaco métrico [lembrem que consideramos sempre M #+ (/]
e seja A C M. Mostre que as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

a) Existe @ € M e r > 0 tal que A C B,(a).

(a)

(b) Existe @ € M e s > 0 tal que A C B,[al.
(b) Existe 5 > 0 tal que d(z,y) < 8,Vzx,y € A.
(b)

b) Existe v > 0 tal que d(z,y) < ~v,Vz,y € A.



Questao 5 (2,0) Seja (z,)nen uma sequéncia em R? cujos pontos sao da forma
x = (s e'cos(t+s),te® +sin(ts)), com0<s<1le0<t<I.
Mostre que para cada e > 0 pelo menos uma das bolas B.(x,) contém pontos z,, da sequéncia
com m # n.

Questao 6 (2,0) Sejam (M, dy;), (N,dy) espagos métricos e seja f: A C M — N.
Sejam AC Ae A=A\ A
Seja a € A° um ponto de acumulagao de A.
Mostre que:

(a) Se a nao é ponto de acumulacdo de A entao existe lim,_,,f se e sé se existe lim,_qf] T
Nesse caso, lim,af = lim,of] 5.

(b) Se a nao é ponto de acumulagao de A entdo existe lim,_,qf se e s se existe lim,_q f] 7.
Nesse caso, limg_af = lima_qf]5.

(c) Se a é ponto de acumulacao de Aeé ‘ponto de acumulagao de A entao existe limg_q f
se e s6 se existem ( = lzmgHaf|A e ! = lzm,Haf] e { = (. Nesse caso, limg of =

llmm_mf’A = llm:p—>af|A

Questao 7 (2,0) Seja f(x,y) = %, (x,y) # (0,0). Determinar o limite de f quando (z,¥)

tende a (0,0) ao longo da reta y = muz. E possivel definir £(0,0) de modo que f seja continua
m (0,0)7

Questao 8 (2,0) Prove a seguinte proposi¢ao:

“Sejam (M, d), (N, J) espagos métricos suponha que M € compacto. Seja f : M — N
continua, bijetora. Entao f~': N — M € continua.”

Dé um exemplo para mostrar que nao podemos abrir mao da compacidade de M na
proposicao anterior.

Questao 9 (2,0) Seja M = R” com a métrica usual d e seja N = C([—m,7]) com a métrica
dy definida por dy(h, k) = \/J7, k(t)]2dt.
Existe f: M — N continua tal que f(Bl[ ) = B1]O]? Justifique sua resposta.

Obs.: Note que
B0 ={x € R" | d(z,0) <1} e B[Ol ={f:[-7m,7n] = R | f é continua e dy(f,0) < 1}.




