Exercicios - Calculo IV - Aula 10 - Semana
26/10 - 30/10
Revisao de Séries de Taylor

1 Série Binomial

Seja f(z) = (1+2)* a € R—N. Queremos obter a série de Maclaurin de f,

. (o
que é chamada de série binomial. A série é dada por s(z) = E f '( ):1:”
n!
n=0

Temos que
o f(2) = a(l +2)* L,
o f"(x)=(a—1a(l+x)*2
o ["(z)=(a—2)(a—1)a(l+ )3
o f@)=(a—n—-1D)(a—(n—-2)...(a —2)(a—1)a(l+z)*™"
Logo

S(x):1+Z(a—(n—1))(a—(n—2))...(a—2)(a_1)a §

X

n!
Usando a notagao (que é o nimero binomial quando « é natural):
(a—(n—1))a=—(n=-2))...(a = 2)(a — D

(%)

s(x):1+§;(z)x"

Veja na apostila da Prof. Janete que:

temos

1



e O intervalo de convergéncia desta série é | — 1, 1].

e A série converge para f neste intervalo.

Exemplo 1 A série de Maclaurin de f(z) =+/1+x €

Y no11.35...(2n—-3) ,
\/1+$:1+§—§+E—m+"‘+(—1) 5l T+

para |x| < 1. Vamos usar esta série para calcular um valor aprorimado de
V1,3 com erro inferior a 1073, Substituindo x = 0,3 na série acima temos
uma série alternada satisfazendo as condigcoes do Critério de Leibniz. Se-
gundo vimos na lista de exercicios da aula 7, |s, — s| < a,41 onde s €
a soma da série e s, € a soma parcial da série. Procuramos n de modo

3 5.(0,3)* o
que any1 < 107°. Observe que ay = 1) - 0,000316 < 1077, logo
0.3 0,3)? 0,3)3
\/1,3%1—1———(’ ) +(’ ) = 1,1404375.
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Exercicio 1 Obtenha o desenvolvimento em série de poténcias de f(x) em
torno de 0 e indique o raio de convergéncia:

a) f(z) =v1— a3

b) f(x) = (1+2)~°.

c) flx) =1/v1 — a2

2 Aproximacoes e Erro

o0 o0

Dada uma série E a, convergente, seja s = E a, a soma da série. Con-
n=0 n=0
k
sidere a soma parcial s, = E a,. O erro (em mddulo) cometido quando
n=0

aproximamos § por s é simplesmente |s — sg|. Nao é elementar estimar este
erro. Vimos duas formulas: quando a série é uma série alternada satisfazendo
as condigoes do Critério de Leibniz e, no caso de série de poténcias, temos a
férmula de Lagrange.



1
. _ 42
Exemplo 2 Queremos encontrar um valor aproximado para / eV dt com
0

erro inferior a 1073, Sabemos que e = N (—1)”%, logo
n=0
= o0 2n+1
/0 ¢ di= HZ:O( )nn'(Qn +1)
tomando x =1 temos:
L - 1
o /0 e dt = nz%(_l)nn!@n +1)

Esta € uma série alternada satisfazendo as condigoes do C’m’tério de Leibm'z,
logo |s — si| < < 1073. Observe que para k = 4 L <

1)t (2k:+3) » BI2. 4+3) 1320
1073, Portanto

—/1 fdiml -t oL g
=) 3710 42 216

Exemplo 3 Calcule sen0,7 com erro inferior a 0,002. Temos que f(x) =

o0 2n+1
senr = ZO(—l)”m. Seja Pyo(z) o polinomio de Taylor de f de

ordem k em 0 e Rio(z) = f(x) — Pro(x) o resto de Taylor. Seque da formula
f(k+1)( ) k+1

, onde T estd entre 0 e x. Agora
(k+1)! g

de Lagrange que |Ryo(z)| =

tome x =0,7:

(0’ 7)k+1

[5€n0,7 = Peo(0,7)] = [ Rio(0, )] = | £+ () (ks 1)

Para k=4, |f®(z)| <1 e (0,7)°/5! = 0,0014 < 0,002. Portanto sen0,7 ~
0,7— ©n° 7) = 0,64283. Lembre-se que o polinémio de ordem 4 de f é x—x3/3\.

Exercicio 2 Utilize uma série infinita para aproximar o numero dado com
precisao de quatro decimais:

a) 01/2 D) gy D) f00'5 cos r?dr  ¢) fol ) fol =y



3 Funcoes Analiticas

Seja I um intervalo aberto contendo ponto xg e seja f : I — R infinitamente
derivével (de classe C*). Se

) (2,
fy =3 Ty

n=0

para x € I, dizemos que f é analitica em x(. Dizemos que f é analitica em
I se for analitica para todo xy € 1.

Exemplo 4 Vimos nas videoaulas do Prof. Possani que €*, cos x, senx,

1
arctgx e ln (1 + x) sao fungoes analiticas em xy = 0. Vocé pode facilmente

provar (imitando o caso jd feito) que e, cos x e senx sao funcgoes analiticas
em todo xy € R. FEscreva a série de Taylor em torno de xq e calcule o erro
de Taylor usando a formula de Lagrange.



