O conceito de Diferenciabilidade

Definic¢ao: Seja f : D C R*— IR uma funcio de duas varidveis definida num diminio D, e
(z0,%0) € D. Dizemos que f é diferencidvel em (zg,yo) se existem nimeros reais « e 3 tais que

) = J@0.0) —ale —x0) = By —w) _ *)

TP T0,Y7Yo || (1‘, y) - (1'07 yO)”
Neste caso, dizemos que z = f(xg,y0) + a(x — x9) + Sy — yo) é o plano tangente ao gréfico da
funcdo f no ponto (o, yo, f(xo,o))-

Escrevendo a equacao do plano tangente na forma

a(z — zo) + By — vo) + (=1)(2 = f(20,90)) =0
obtemos o vetor normal a este plano, dado por (a, 3, —1).

A reta de equacao

(z,y,2) = (%0, Y0, [ (%0, %0)) + Ma, B, 1), Are R

é a reta normal ao plano tangente pelo ponto (xg, 3o, f(%0, y0)), € chama-se reta normal ao gréfico
da funcao f neste ponto.

Uma outra maneira de escrever a condigao (*) que caracteriza a diferenciabilidade da funcao f no
ponto (zg,yo) pode ser obtida denotando-se

T —x9=h
y—yo=~F
Entao teremos {

x:a?0+h
y=1% +k

e a condi¢ao (*) da diferenciabilidade pode ser reescrita:
a funcao z = f(x,y) é diferencidavel em (x¢,yo) se existem niimeros reais « e (3 tais que

lim f(xo+h,yo + k) — f(x0,0) — ah — Bk —0
h=—0,k—0 |(h, k)|

No que segue, apresentaremos algumas propriedades das funcoes diferenciaveis.

Proposigao 1: Se f(z,y) é diferenciavel em (zo,yo) entdao f é continua em (g, yo).
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Demonstragao: Como f é diferencidvel em (zg, yo), existem nimeros reais « e [ tais que

f(@,y) = fzo,90) — alx — x0) — By — o)
|(z,y) — (0, y0)|

f(@,y) = f(zo,90) — alx — x0) — By — o)
[(z,y) — (0, y0)|

Entao, se f é diferencidvel em (zg,yo), existem nimeros reais « e [3 tais que

f(x,y) = f(2o,90) — alx — o) — By — yo) = E(x,y).|(x,y) — (z0,0)],

com x_}g}égl_)m E(z,y)=0

=0

Vamos designar = E(z,y).

Neste caso, podemos escrever

f(@,y) = f(wo,50) + x — x0) + By — o) + E(x,9).1(z,y) — (x0,0)]

Como x_}}égl_}yo E(z,y) =0, vem que

Jim fao,u0) + ale — 20) + 8y — wo) + Bz, y)0(z.v) — (0. w0 = (0. w0)

e portanto,  lim , f(z,y) = f(z0,40)

o que mostra que f é continua em (xg, yp).

Proposicao 2: Seja z = f(x,y) uma funcao diferencidavel em (xq, o).

Entao vale a condi¢ao (*). Neste caso, temos que

o= gi(%,?/o) e B = i;g(ifo,yo)

Demonstragao: Como f é diferencidvel em (zq, yo), existem nimeros reais « e [ tais que

lim f(x,y) = f(wo,90) — alz — x0) — By — yo)

=0
a—+20,y—> Yo I(z,y) — (zo, yo)|

Em particular, considerando-se y = yo, temos que y — yo = 0, e a expressao (*) fica assim:

i f(x,y0) — f(wo,90) — az — )

A @) — ol

Por sua vez, ||(z,y0) — (zo,%0)| = |x — 0|, e ficamos com
i f(@,90) — f(20,90) — vz — 1p) —0
&0 |z — x|

Logo,
i f(xayo)_f(xo,?/o)_@(x—xo)@—l’o —0
Tz |z — x| T — T

e podemos escrever
li f(@,y0) — (20, 90) — a(x — 1) = — 19 0

x>0 T — X '|x—x0|:



ou

li (f(fﬂjyo)—f(l'ojyo)_a)‘$—$0 —0
T a0 T — X |z — x|

Dessa forma,

lim (f(fﬂayo)—f(xo,yo) _a)'x—‘fo —0

e—rzo+ T — |z — xo]

o que implica

lim <f(x,yo) — f(0,v0)
T—>xo+ T — Xg

—a)=0

Por outro lado,

lim (f(x7y0> _ f(x()?yo) — m —
T—>x0— xr — Xo |$ _$O|

0 que acarreta

xlg%o(f(xay[)q);:isxmyﬂ) . Oé)(—l) =0

Dessa forma, obtemos

li (f(l‘, Yo) — f (w0, Yo)

T—7ZTo r — X

—a)=0

e portanto, o = a—(:no, Yo). Analogamente provamos que [ =
T

O fato de uma fungao z = f(z,y) possuir derivadas parciais o =

8;‘ (z0,%0) € B = g;(%,?/o) num

ponto (zg,yo) de seu dominio nao implica que a funcdo seja diferencidavel em (zg,y9). Se estas
derivadas parciais existem, o plano z = f(zo,v0) + a(z — x9) + B(y — yo) existe; mas para que
f seja diferencidvel em (zg, o), é ainda necessario que o limite da condigao (*) se verifique. No
entanto, dada uma fungdo z = f(x,y) num certo dominio D, se as derivadas parciais de f, além
de existirem, forem fungoes continuas em D, entao f serd diferencidvel em D.

E o que diz o préximo teorema.

Proposicao 3: Seja z = f(z,y) uma funcio definida num dominio DC IR?.
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Se — e 90 sao fungoes continuas em D entao f é diferenciavel em D.
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