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Nas aulas que se seguem pretendemos discutir os conceitos de controlabilidade e
observabilidade de sistemas de controle lineares da forma

() = A1) x(¢) + B(1) u(7)
y(1) = Cx(1) + D(1) u(?)

onde x(¢) é um vetor de estado n x 1; u(t) vetor de controle r x 1; y(¢) vetor de
saidam x 1;A(r) € R™", B(r) € R™, C(r) € R™*" e D(r) € R"*" constantes.

(%)

@ Inicialmente trataremos controlabilidade de estado assumindo A e B
constantes.”

o Em seguida veremos controlabilidade de saida e assim do sistema de controle.

@ Posteriormente veremos observabilidade.

Note que aqui estamos trabalhando com matrizes constantes. Posteriormente veremos o caso mais geral
continuo no tempo .
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Controlabilidade e observabilidade

Controlabilidade

@ Dizemos que o sistema () é controlavel em [y, 1], se for possivel, por meio de
um vetor de controle admissivel u, transferir o sistema de qualquer estado
inicial x(fo) € R" para qualquer outro estado x(¢;) € R".

@ Se o sistema de estado for controldvel para todo intervalo finito [fo, #1], dizemos
que o sistema € completamente controldvel.

Observabilidade

Dizemos que um sistema é observavel no instante 7y, se for possivel determinar o
estado inicial x(#) a partir da observacédo da saida também durante um intervalo de
tempo finito [, #1].

| \

Tais conceitos foram introduzidos por Kalman e tem um papel importante no projeto
de sistemas. De fato, a controlabilidade e observabilidade de um sistema podem ditar
a existéncia de uma solugdo completa para o projeto validando sua execucio.
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Controlabilidade completa de estado

Inicialmente consideramos o seguinte sistema de estado

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
onde x(r) € R" ¢ o vetor de estado; u(r) € R sinal de controle (escalar); A € R"™" e
B € R"™! matrizes constantes.

@ Tal sistema de estado controldvel em [fo, #;] se for possivel construir um sinal
de controle u que transfira o sistema de um estado inicial x(#) para qualquer
estado final x(#) no intervalo de tempo to < ¢ < f;.

@ Veremos que em sistemas autdénomos como este (quando as matrizes A e B sdo
constantes), os conceitos de controldvel e completamente controldvel sao
equivalentes.
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Controlabilidade completa de estado

Teorema

O sistema de estado
x(t) = Ax(t) + Bu(t)

com x(f) € R", u(f) € R, A € R"™" ¢ B € R"™' matrizes constantes & controldvel,
se e somente se, 0 posto da matriz n X n

B AB .. A"'B
[ ]

¢é n. Assim, o sistema de estado € controldvel se e s6 se ¢ completamente controldvel.
”

@ Lembramos que posto de uma matriz corresponde ao nimero de linhas ou
colunas linearmente independentes dela. Nesse caso particular, como se trata
de uma matriz n X n, posto igual a n é equivalente a determinante nao nulo.

@ Veja que aqui o controle ¢ realizado por uma fungéo escalar vezes uma matriz
coluna B de tamanho n x 1.

@ Note que a condicdo de controlabilidade néo depende do intervalo [fy, 1]. Por
isso podemos concluir que os conceitos de controlabilidade e controlabilidade
completa neste caso sdo equivalentes.
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1. Segunda lei de Newton

Seja x(t) a posi¢do de um corpo num instante ¢ sujeito a um forga f. Se o corpo
possui massa m, entio temos

@ x ¢ a saida do sistema e f pode ser visto como controle. Se x;(f) = x(t) e
x2(t) = x(r) obtemos o seguinte sistema de controle
)1

X 1 _ 0 1 X1
(2)=(0 6)(5)(
@ Possui este problema um sistema de estado completamente controlavel?

-

= 1 o)(ﬁ;)
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Pelo teorema sabemos que o sistema de estado serd completamente controldvel se e
somente se o posto da matriz 2 x 2

[B AB ... A"_IB]:[B AB|

é 2. De fato, como

temos que

)

>

o)

I
| ——
/N
3-9
3= N

¢ uma matriz de posto 2 o que implica na controlabilidade do sistema.
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2. Um sistema nao controlavel

Veremos que o sistema abaixo ndo é completamente controlavel. Seja

(5)=Co 1) () (o)

Nesse caso temos

dai
_ 1 1
o 0 0

que é uma matriz singular e portanto nao possui posto igual a 2. Logo, concluimos
que o sistema ndo € controlavel.
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3. Oscilador harmonico

u(t)
Considere o sistema mecéanico {_
indicado ao lado. A equagdo do
sistema é my + by + ky = uonde m é a
massa do corpo, b o amortecimento e
k a constante elastica. y é asaidaeu a
entrada (controle).

Figura: Massa mola amortecido.

Definindo as varidveis de estado x; (1) = y(¢) e x2(f) = y() obtemos que
X] _ 0 1 X1 + 0
W)=l ) e ) o)
p— xl '
y= ( 1 0 ) < Y )
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Aqui temos
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Logo

0 1
-]
m =)
que é uma matriz néo singular j4 que det [B AB] = —1/m?* # 0. Entéio a matriz

possui posto 2 o que garante que o sistema ¢ completamente controldvel.

@ Note que o parametro de amortecimento b ndo interfere na controlabilidade do
sistema de estado.
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Uma particula de massa unitaria esta sob acao de um campo de aceleragdo central

newtoniano. Além disso temos dois controles independentes, um na direcéo radial e
outro na direcéo tangencial u e, e ugey respectivamente.”

‘e, eq C R? formam um referencial mével unitario.

a) Pela Segunda Lei de Newton obtemos o
seguinte modelo para este sistema
T p o %)
- ol F = (—k/r" +u)e + ugeo
/ D
/ - \
/ N\ \ b) Em coordenadas polares o re-escrevemos
| [ ‘ J ' da seguinte maneira
\ /
\\\‘ e

P = rg? fk/r2+u,

. 1
rd = =210 + ug M
¢) Suponha u, = ug = 0. Entdo, se k = 0°w?, as 6rbitas circulares r(t)=oe
0(t) = wt sdo solucgdes do sistema (1).
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Exercicios

d) Além disso, se tomamos como variaveis de estado
xi=r—o, xn=i xx=oc@—-wt) e xs=o0(0—w)

obtemos a seguinte equagao linearizada de (1) sobre as 6rbitas circulares

i 0 1 0 0 x 00

| | 3w 0 0 2w X2 1 u
s = o o o 1 w | Tl o o (uz >
.564 0 —2w 0 0 X4 0 1

se tomamos o = 1.

Resultados mais gerais sdo necessarios

Note que o teorema enunciado ndo se aplica diretamente a este caso pois a matriz
associada ao controle ndo € um vetor coluna n X 1 por um escalar. Temos o produto
de uma matriz 4 X 2 por uma 2 X 1 onde nao verifica as condi¢des do teorema.
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Analisemos entdo a acdo de apenas um controle tomando o outro identicamente nulo.

@ Primeiro assumimos u; = 0 acrescentando controle na dire¢do radial. Assim

0 1 0 0 0
3 0 0 2w 1
A=1 0 0 1 com  Bi=1
0 2w 0 0

@ Em seguida assumimos u; = 0 agindo apenas na direcio tangencial

0 1 0 0 0
3 0 0 2w 0
A=l % 0 o0 1 com  Br=1
0 —2w 0 1
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u, =0 Sabemos que o sistema serd controlavel se e s6 se o posto da matriz 4 x 4

[Bl AB, ... A"_lBl]z[Bl AB, A%B A3Bl] ¢ 4
Veja que
0 1 0 0 0 1
3 0 0 2w 1 0
LIRS 0 0 0 1 o |~ 0
0 —2w 0 0 0 —2w
0 1 0 0 1 0
L | 3 0 0 2w 0 I
A = A 0 0 0 1 0 | —ow
0 2w 0 —2w 0
0o 1L 0 0 0 —u’
2 2
3 _ 25\ _ | 3w 0 0 2w —w - 0
Al = A h) = 0 0 0 1 2w | = 0
0 —2w 0 0 0 2w?
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Logo
0 1 (VR
2 s, | 10 w0
[Bl ABrATB ABl]_ 0 0 —2w 0
0 2w 0 2°
Agora
.2
A L0
det iy =(=D)"2det| 0 2w 0
0 0 2w 0 o @
0 2w 0 2°

= (—1)(—4w* +4u') = 0.

* Portanto, obtemos que a matriz [Bl AB, A’B A3B1] ¢ singular e portanto
nao possui posto 4 implicando que o sistema de estado nio é completamente
controldvel se tomamos u; = 0.
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u; = 0 Temos que verificar se o posto da matriz 4 x 4

[Bz AB> ... A3Bz] é 4.
0 1 0 0 0 0
3w 0 0 2w 0 2w
ABy = 0 0 0 1 o |~ 1
0 —2w 0 0 1 0
0 1 0 0 0 2w
2p | 3w 0 0 2w w | 0
AB = AWB)=1 "5 o o 1| 0
0 —2w 0 0 —4u?
0 1 0 0 2w 0
3p. gy | 3w 0 0 2w 0 -2l
AB, = AAB)=| "y 5 o o | = -4
0 —2w 0 0 —4u? 0

marcone @ime.usp.br Técnicas em Teoria de Controle



Logo
0 0 2w 0
5,1 | 0 2w 0 -2
[Bg AB> ... ABQ]— 0 10
1 —4w® 0
Agora
om0 2 0 W 0
det » | =D det | 2w 0 —24°
0 1 0 —4w | 0 —du?
1 0 —40> 0
= (=1)(16w* — 4w*) = —120°.
* Nesse caso, se temos w # 0, obtemos que a matriz [Bz AB;, ... ASBZ] é

nao singular, e portanto de posto 4, implicando que o sistema de estado é
completamente controlavel mesmo tomando u; = 0.

* Desta forma, concluimos que a perda de impulso radial nao implica na perda de
controlabilidade, enquanto que a perda de impulso tangencial sim.
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