MATRIZES FUNDAMENTAIS E EXPONENCIAL DE MATRIZES

1. MATRIZES FUNDAMENTAIS

Consideremos o sistema (nao necessariamente de coeficientes con-
stantes):

d

(1) EX = A(t)X
sendo

1 [ ayi(t) ana(t) an(t) ]

x= |72 | A= | lt) axnl) o ()
|z, | an1(t) ana(t) Q) |
ok
Como vimos, se {21, T2, -+, Tn}, Ti = :1:.% ¢ um conjunto L.I.
Lni

de solucdes do sistema ([I]), entdo a solucdo geral de ((I]) ¢ dada por
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11 12 L1in
21 22 Lon
Xt)=c | [ | te| T+t
_:Unl_ _aan_ _ajnn_

C1T11 + C2T19 + -+ CpT1p
C1T91 + C2T99 + -+ + CpToy

i C1Tn1 + CoTn2 + - CnLnn

A 1ltima equacao pode ser reconhecida como o produto de uma
matriz n X n por outra n X 1. Em outras palavaras, a solucao
geral pode ser escrita como um produto: X(t) = ®(¢)C, sendo C
uma matriz coluna de n constantes arbitrarias ¢y, ca, -+ , ¢, e O(t)
a matriz n X n cujas colunas sao as entradas dos vetores solucao do
sistema ({1]):

11 L12 " Tip C1

o1 T2 -+ Top Co

Oty = | c=|"
_wnl Lno - xnn_ _Cn_

Definicao 1. A matriz ®(t) acima é denominada uma matriz
fundamental do sistema [l

Valem as seguintes propriedades:
Proposicao 2.

e Uma matriz fundamental € nao singular para todo t no seu
intervalo de definicao.
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e Uma matriz fundamental ®(t) do sistemall], satisfaz a equagao

matricial:
o= At)D .
o A (unica) solucdo do problema de valor inicial:
d
—X=AX
dt
X(0) = X,

¢ dada por X(t) = O(t)C, sendo ®(t) uma matriz funda-
mental do sistema |1l e C = & (ty) Xy. Ou seja, X(t) =
O(t)D (tg) Xo. Em particular, se ®(ty) = I, a winica solucdo
do PVI € dada por X(t) = ®(t) Xp.

2. EXPONENCIAL DE MATRIZES

Consideremos novamente o sistema de equacoes na forma matricial
com a matriz A de coeficientes constantes, ou seja, o sistema:

(2) %X = Ax

com os coeficientes de A independentes de t.

No caso de uma tunica equacao, ou seja, para o problema de valor
inicial, £ = ax, a € R, ¢(0) = x(, sabemos que a solugao é dada
pela exponencial z(t) = e™xy. Isto pode sugerir a possibilidade de
definir a exponencial de matrizes e® de tal forma que a solucio do
problema de valor inicial X’ = Ax, x(0) = x( seja, analogamente,
x(t) = exq.

2.1. Definicao por série de poténcias. Lembrando que f(x) =
e’ ¢é igual a sua série de Taylor em torno da origem, isto é:
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T_ 14 +x2+x3+ —ixn
C T TETOI T A

definimos

Definicao 3. A exponencial de uma matriz A n X n:

2 A3 o0 A"

A
A_ —_— —_— o o 0o —
e _I+A+2!+3!+ —20:

n!’

E possivel mostrar que a série acima de fato converge para qualquer
matriz A de coeficientes reais (e mesmo complexos) e que satisfaz
propriedades analogas a da exponencial de nimeros. Em particular,
vale que

(1) Se A ¢ matriz diagonal entao a exponencial e® também é ma-
triz diagonal e os elementos da diagonal principal de e® sido as
exponenciais dos elementos correspondes da diagonal de A.

(2) Se A é matriz nilpotente, isto ¢ A" = ( para n suficientemente

grande entao a série da exponencial se torna uma soma finita.
(3) Se B=MAM ' entao eB = MeAM ™.

Exemplo 4. Calcular e nos casos:
(300 |
a) A=1030
00 3
[0 10]
b)A=1001
000
04 0 1007 'Jo20][100
c)A=1(01 1 =1020 00 2 020
0 —1 —1 011 000 011
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Supondo que podemos derivar a somatoéria termo a termo, podemos
provar o seguinte resultado importante

Proposicao 5. Se A é matriznxn entao %e(t—to)l‘l — Aelt—t0)A
ct=10)A A e(t—tO)At:tO _7

Ou seja, e'=1)AX, ¢ a (unica) solugcao do problema de valor
mectal:

d
—X=AX
dt

X(ty) = Xo

Uma aplicacao deste resultado ao calculo de exponencias de ma-
trizes € o seguinte

Corolario 6. Se A e B sdo matrizes n X n que comutam entao
oA+B _ ,A.B

=e’e
Exemplo 7. Calcular e'? sendo

34 0 300 0 4
A=104 1|[=1030]4+10

0 —1 2 003 0—1 —1

Agora consideremos novamente o problema de valor inicial:

d
TX = AX
dt

X(ty) = Xo.

Sabemos da proposicao |b| que a tnica solucao deste PVI é
X(t) = el"0AX,).

Por outro lado, da proposicao [2| da se¢ao anterior, temos que, se P(t)
for uma matriz fundamental do sistema (2]) entao
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X(t) = ®(t)d (tg)X,.
Portanto, teremos necessariamente %04 = &(£)®!(t,) Em par-
ticular, se ®(ty) = I, entao

eU—IA — O(H) DL (¢y).
Vejamos como usar essa igualdade para calcular a exponencial de
matrizes.

Exemplo 8. Vimos que a solucao geral do sistema Cfl—f = Az,
sendo _
1 -2 2
A= -2 1 =2 |. ¢ dada por:
2 =2 1
1 0 1
ct)=Cle ' | 1| +Coe | 1| +C3e | -1
0 1 1
et 0 edl 4
| et et bt C,
0 -t edl (s
e—t 0 €5t
Assim, a matriz ®(t) = | et e™! —e | € solucdo fundamen-

tal do sistema.
L Mt Xy = AM(t)X, . Tomando U(t) = Mi(t) M(0)™"
teremos entio U(t) = e'A. Portanto
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