SISTEMAS LINEARES DE EQUACOES DIFERENCIAIS EM R”

Consideremos agora o sistema linear homogeéneo de n equacoes com
coeficientes constantes

/
Ty = ap1T1 + appdy + - -+ a1y
/
Ty = A21T1 + G22T9 + -+ - + A2, Ty,
(1)

/
T, = Ap1T1 + Ap2To + -+ - + QppTy

.. ) d )
Na forma matricial, temos o sistema % = Ax, sendo A a matriz

d
sendo
X1 aip Qi -+ QAaip
) as1 Qg -+ A2
x=| " eA=|" "
xn_ _anl Apg - - ann_

Seja p(A) = N+ a1+ A" a N+ a A+ ag = det(A— )
o polinémio caracteristico de A. Entao p(\) pode ser decomposto
como produto de termos de grau 1.

PA) = A=A)A=X2)--- (A= A,), sendo Aq, Ao, - -+, A\, as raizes
de p (complexas, algumas eventualmente repetidas).
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Lembremos que as multiplicidades algébrica e geométrica foram
definidas como segue:

Definicao 1. A multiplicidade algébrica de \; € o numero de
vezes que \; se repete na decomposicao acima.

A multiplicidade geométrica de \; € a dimensao do autoespaco
associado a \;.

Vamos considerar as diferentes situacoes para a multiplicidade dos
autovalores. Podemos supor que os autovalores estao de ordenados
de forma que:

1) Os primeiros m; autovalores A, Ay - - -, A, sdo reais e distintos,
e sejam vy, Ug, - - - , Uy, Os autovetores correspondentes. Entao, como
vimos no caso do plano, teremos m;y solucoes linearmente indepen-
dentes x1(t) = My, - -+, 2,,(t) = ermily,, .

2) Os autovalores seguintes Aj,41, Amq42+ 5 Amytm, SA0 Tealis,
tem multiplicidade algébrica e geométrica iguais e maiores do que 1.
Este caso é analogo ao anterior, temos novamente ms solugoes linear-

mente independentes da forma: z1(t) = eAmlﬂthmlH, coe L xp(t) =
A t
3) Os autovalores seguintes A tmot1, Amqtmat2 s Amytmgtms

sao reais, tem multiplicidade geométrica 1 e multiplicidade algébrica
maior do que 1. Vimos, no caso do plano que, se a multiplicidade
algébrica de \; ¢ 2, entao temos 2 solugoes linearmente independentes
z1(t) = eMu; e m9(t) = eMw; + teMty;, sendo w; autovetor general-
izado, ou seja (A — \)(w;) = vi.

De maneira analoga, podemos mostrar que, se a multiplicidade
algébrica de \; é 3, entao temos 3 solugoes linearmente independentes
red o1 (t) = eMuy, 25(t) = eMw,; +teity; e x3(t) = eMifz; +tetitw; +
- t?etity;, w;, z; autovetores generalizados, (A — \)(w;) = vi, (A —
A (z) = wi.
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E assim sucessivamente, conforme a multiplicidade algébrica au-
menta.

4) Os autovalores seguintes
/\m1+m2+m3+17 )\m1+m2+m3—|—2 T /\m1+m2+m3+m4 880 complexos e tém
multiplicidade algébrica e geométrica iguais

Nesse caso, como vimos no caso real, teremos my solugoes com-
pleras linearmente independentes do tipo x;(t) = eMfv; |, sendo
v; autovetor complexo associado a A;, m; +my +m3+1 < ¢ <
mi + Mo + M3 + My.

A cada par de autovalores complexos conjugados \; = a; + 105;, e
i = a; —if3; com autovetores associados respectivos v} +iv? e v}iv?,
teremos 2 solucoes reais linearmente independentes e®(cos Bitv} —
sen Bitv?) e e%!(cos Bitv? + sen Sitv)).

5) Os autovalores seguintes
>\m1—|—m2+m3+m4+17 )\m1+m2+m3—|—m4—i—2 B )\m1+m2—|—m3+m4—|—m5 sao com-
plexos e tem multiplicidade geométrica 1 e multiplicidade algébrica
maior do que 1.

teremos ms solucoes complexas linearmente independentes do tipo
x;(t) = eMity; | sendo v; autovetor complexo associado a \;, m; +
mo+my+1 <17 < my+mo+ m3+ ms. e solucoes complexas

do tipo: eAitzi + teAitwi + % . t2eAitvi 4+ - wy, 24, -+ autovetores
generalizados. Para cada par de autovalores complexos conjugados
AN = o; +1i8; e \j = «; — i3;, podemos obter 2 solucgoes reais

linearmente independentes tomando as partes real e imaginaria da
solucao complexa.

Assim, em qualquer caso, podemos encontrar n solucoes linear-
mente independentes e, portanto, a solucao geral do sistema.
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Exemplo 2. Encontrar a solucao geral do sistema:

d
d—f:az—Qy—l—Qz
dy

— = -2 — 2
74 r+y
1z o _oyy
i T Y+ z

Solucao. Na forma matricial, temos o sistema; d’t‘ = Ax, sendo

dt
1 -2 2
A= -2 1 =21 .A equacao caracteristica é:
2 =2 1
1—X =2 2
det (A= N)=0&<|-2 1-X =2[=0
2 -2 1-A
& —(A+1)*(A=5)=0.
Para Ay = Ay = —1, o processo de eliminacao de Gauss nos da:
(1 1 1|0 e
(A_ _|_ I ’ O) _ _2 2 _2 O processo ae e%agao (§ auss
2 =2 2|0
(1 -1 1|0
0O 0 00
00 010
x
A primeira linha da matriz significa que v = | y | é autovetor, se
z

xr—1y+ z=0. Fazendo y = 1 e 2 = 0, obtemos o autovetor
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v = e, fazendo y = 0 e z = 1, obtemos o autovetor

|
N e

Vo = 0

Como v; ety sao L.I., a multiplicidade algébrica e geométrica de

A = —1 sao ambas iguais a 2 e, portanto, obtemos as solucoes L.I de
d

o = Ax,
1 —1
_ ot ot
X]=¢€ l ]l exy=ce 0
0 1

Para A3 = 5, o processo de eliminacao de Gauss nos da:

[ —4 -2 2|0 G
(A_ . 51 | 0) _ 2 _4 _2 O processo de eg&gao e auss
|2 -2 410
(10 —-1]0
01 110
|00 0]0
x
A primeira linha da matriz significa que v = | y | é autovetor, se
z
r = z e a segunda que y = —z Fazendo z = 1, obtemos o autovetor
1
v3 = | —1 | e, portanto, a solucao L.I de Ccil—f = Ax,

1
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1
5t —1

1

X1 =28€

Portanto a solugao geral ¢ dada por:

1 0 1
x=Cle |1 |+Cet|1]|+ CgGSt —1
0 1 1

Exemplo 3. Encontrar as solucao geral para o sistema de duas
massas e trés molas da figura abaixo, sendo ki, ks e ks as con-
stantes de Hooke das molas e supondo Fi(t) = Fy(t) = 0.

FIGURE 1.
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Usando a 2 lei de Newton, obtemos um sistemas de duas equacoes
de segunda ordem:
Encontrar a solucao geral do sistema:

d’z
my dt21 = ]{72($2 - xl) — ]{71331
—(lﬁ + ]4?2)561 + kQSIZQ
d*x
mo dt22 = —]{333'2 — ]{2(332 — 5131)

= kg[lfl — (/62 + kg)il?g

Definindo: y1 = 21,9 = T3 y3 = dy — Y d 2 ¢ supondo my = 2,
mo =9/4, k1 =1, ky =3, ks =15/4 | obtemos o sistema de hnear
de 1% ordem:

dy:
dt
dy>
dt
W o+ (32w
dy4
dt

= (4/3)y1 — 3y2,

0 0 10
0 0 01
ou, na forma matrlclal, dt = Ay, sendo A = ~2.3/200
_4/3 —3 0 0 |
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A equacao caracteristica é:

“X 0 1 0

0 - 0 1
det(A=A) =0 | ") g5 1\ [=0

4/3 =3 0 —\

SN +5N=4=0
s M4+ 1A +4)=0.

Os autovalores da matriz A sao entao 27 —i 7 e —1 com autovetores

associados: _ _ _ _ _ _ _
3i/8 —3i/8 —3i/2 3i/2
| —i/2 B i/2 B —1 B 1
VLT g 02T =34 0BT 372 [T T | 3)2
1 1 1 1
Temos, po_rtan_to, as solucoes Corflpl_exaus7 li_n_earmen_te ind_eper_ldengeé.
3i/8 —3i/8 —3i/2
a | —1/2 o /2 ; —1
y1:€2t _3?4 y Y2 = Y1€ 2it _é/4 7y3:€t 3/2 )
1 1 1
[ 3i/2 |
i ?
Y4 = Y3€ 3/2
1
Multiplicando e colocando na forma Re + i Im:
—3sen (2t)/8 [ 3cos(2t))/8 |
sen (2t)/2 — cos(2t) /2

hn — — (3cos(2t)) /4 T —(3sen(2))/4

cos(t) sen (t)




Y2
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[ —3sen (2t)/8 |
sen (2t)/2
—(3cos(2t))/4

cos(t)

( Observe que yo = 77)

Y3

Ya

[ 3sen (t)/2 ]
sen (t)
(3cos(t))/2

I cos(t)
3sen (t)/2
sen (¢

)
(3cos(t))/2

cos(t)

[ 3cos(2t))/8 ]
+ cos(2t) /2
(3sen(2))/4

sen ()

sen(t)

Tomando as partes real e imaginaria de y; e o, encontramos solucoes
reats linearmente independentes.
Dali, obtemos a solucao geral

— cos(2t) /2
—(386?(2))/ 4

‘|‘02

—3sen (2t)/8
B sen (2t)/2
A G Cfs(zt)) /4
[ -3 c&s(t)/Z | )
. — cos(t)
1 (3sen(t))/2
| sen(t)

[ 3cos(2t))/8 |

‘|'63

[ 3sen ()/2 ]
sen (1)

(3cos(t))/2

cos(t)




