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IME-USP. Segundo semestre de 2020
Funcgoes Mensuraveis

Lista
Defini¢ao: um espago X com uma o-dlgebra A C (X)) é um espago mensuravel.
Em todas as questoes abaixo, (X, A) é um espa¢o mensuravel.

1. sejam (X7, A1) e (X2, Ag) dois espagos mensuraveis f : (X1, Aq) — (Xz, Ag). Di-
zemos que f mensuravel se dado B € A, entao f~!(B) € Ay

2. Sejam f: (X1,A1) = (Xs,Ap) e Fy familia geradora da o - dlgebra As. Entéo f é
mensuravel < dado B € Fy entao f~!(B) € A;. Isto significa que para verificar se
f é mensuravel basta verificd-lo numa familia geradora.

Portanto, no caso de (X3, A2) = (R,B) onde B sao os Borelianos de R, f :
(X1,A1) = (R,B) é mensurdavel < verifica alguma (e portanto todas) das pro-
priedades seguintes:

(a) f~'(a,b) € Ay para os intervalos abertos (a,b)

(b) f~'a,b] € A, para os intervalos fechados [a,b]

(c) f~'a,b) € A, para os intervalos semi-abertos [a,b)

(d) f~(a,b] € As para os intervalos semi-abertos (a,b]

(e) f~'a,+oc) € As para os intervalos semi-infinitos fechados a esquerda

),a] € Aj para os intervalos semi-infinitos fechados a direita (—oo, a]

)
)

€ A, para os intervalos semi-infinitos abertos a esquerda(a, +00)

€ A, para os intervalos semi-infinitos abertos a direita (—oo, a)

3. Mostre que se f e g sdo mensuraveis entao f+g, fg, eaf+pg, fT = sup(f(x),0),|f|
também sdo mensuraveis

4. Seja f : (R, A) - R com A a o-dlgebra dos Borelianos e f continua. Entéao f é
mensuravel.

5. Seja f : X — R mensurdvel sendo A a o-algebra dos Borelianos e g : R — R
continua. Entao g(f(x)) é mensuravel.

6. Se f for uma funcao mensurdvel ¢ E € 4 um conjunto mensurdvel entao f/g
também é mensuravel

7. Dé um exemplo de f : X — R nao mensurével tal que |f| e f? sdo mensurdveis.
Solugao: f =2xg — 1 onde E conjunto nao mensuravel.

8. Dadas f uma funcao mensuravel e A > 0 € R seja ¢ um truncamento de f dada

por
f@) |fla) <A
Af(z) = A
—A flz) < -A

Mostre que g é mensuravel
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Dada f uma funcao mensuravel, A um conjunto mensuravel e y 4 sua funcao cara-
teristica. Entao a fungdo g = fyxa é mensuravel

Seja (f,) uma sequéncia de fungoes mensuraveis em X. Entao {x € X/ 3 lim f,(z)}
¢ mensurdvel.

Seja f : (X, A) — R mensuravel, f > 0. Entao existe uma sequéncia {¢,} de
fungoes mensuraveis tal que:

(a) 0< ¢n < Pnpa

(b) f(z) =lim ¢pp(x) V2 € X

(¢) ¢n s6 tem um nimero finito de valores .

(d) Se f limitada entao {¢,} converge uniformemente para f

Seja f : (X, A) — R mensuravel, f > 0. Entao existe uma sequéncia {¢,} de
fungoes mensuraveis tal que:

(a) 0 < d)n < ¢n+1

(b) f(z)=lim ¢pp(x) V2 € X

(¢) ¢, s6 tem um numero enumeravel de valores .
)

(d) {¢n} converge uniformemente para f

Seja (f,) uma sequéncia de fungdes mensuraveis em X. Entdo o conjunto A =
{r € X tal que 3 limf,(x)} é mensurdvel. Solugdo: sejam g; = limsup f,(x) e
g2 = liminf f,(z). Entao elas sdo mensuraveis. Analisemos o caso em que as duas
sao finitas: A = {g1(x) = ¢g2(x) ou g1 — g2 = 0}. Este conjunto é mensuravel porque
é a imagem inversa do 0 para g; — g. Agora se B = {limf,(z) = +oo} entdo
B ={g, = +o0}.

Sejah : (X, A) — (C, B) onde B sao os Borelianos de C. Mostre que h é mensuravel

se e somente se {x € X, a < Re(h) <b}n{zxr € X, c<Im(h) <d} € A para

todos os reais a, b, ¢, d. Ou também, h mensuravel se h~!(G) para todo retangulo

aberto em C.

Defina sgn : C — C por sgn(z) = ﬁ se z # 0 e sgn(0) = 0, de modo que Vz € C
z

temos z = sgn(z) - |z|. Entao sgn é mensuravel.

Sejam (X, A) espago mensuravel e f: X — C.
Entao f = sgn(f) - |f| (esta é a decomposi¢ao polar de f).

f é mensurdvel <= sgn(f) e |f| o forem.
Sef: X —>ReVreQ f((r,o0]) € A, entdo f é mensurdvel.

Se X = AUB, com A, B € A, uma funcao f em X é mensuravel <= f/Ae f/B
forem mensuraveis.

O supremo de uma familia nao enumeravel de fungoes mensurdveis f) : X — R
pode nao ser mensuravel.

Se f: (R, A) — R é mondtona, entdo f é Borel-mensuravel.



