Capitulo IV - SEL-0356
Estimacdo Espectral Paramétrica

1. Introducdo

No capitulo anterior estudamos os métodos de estimagdo espectral baseados na utilizacdo da
transformada discreta de Fourier (TDF), referidos como métodos de estimacdo espectral classicos para
distingui-los dos métodos mais modernos. Neste capitulo sera introduzida uma abordagem alternativa, um
modelo paramétrico, para descrever um processo aleatorio e estimar o espectro densidade de poténcia.
2. Modelo com funcéo de transferéncia racional

Muitos processos aleatérios de tempo discreto encontrados no mundo real sdo bem aproximados por

um modelo de funcdo de transferéncia racional conhecido também como séries temporais. Neste modelo a
seqliéncia de dados x(n) é descrita pela seguinte equacédo de diferencas com coeficientes constantes:

P Q
x(n)==>"ax(n-k)+ > bu(n-k) 1)
k=1 k=0
em que u(n) é a seqliéncia de excitagdo da entrada.
Este ¢ um modelo generalizado e é denominado de modelo ARMA (AutoRegressive Moving
Average). Observe que ele corresponde a um sistema linear invariante ao deslocamento com pdlos e zeros,

cuja excitacdo de entrada é u(n). Em geral u(n) é admitido ser um ruido branco.

A equagdo (1) nos mostra que x(n) consiste de duas partes: uma parte deterministica determinada
pelos coeficientes a, e uma parte, em geral, aleat6ria que depende de u(n).

Calculando a transformada z da equagdo (1) tem-se que:

X(Z):_iak sz(z)+Z(i:bk z7*U(2)
{1+iakz‘k}x(z)= {ibkz‘k }U (z)

portanto
Q
Zbkz‘k
X(z)=—F——U(2) (2)
1+Zakz‘k
k=1
Admitindo:
Q
8 Z:bkz’k
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H(z)= — ok = =0 (3)
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1+Zakz
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Observe que A(z):1+Zakz‘k com a, =1, pertence ao ramo autoregressivo do modelo e
k=1

Q

B(z): Zbk 27X pertence a parte de média mével. Assim o sinal pode ser modelado por um filtro de tempo
k=0

discreto linear, invariante ao deslocamento com fungédo do sistema H(z) e sinal de excitacdo u(n), tal que:



X(2)= H(2U () (4)

un)——| H@  ——x(n)

Figura 1: Modelo linear

Para um sinal modelado como na equagdo (4), o espectro densidade de poténcia é dado por:
P (2)=H@H /2" R, (2) (5)
Admitindo que H(z) seja estavel entdo no circulo de raio unitario, admitindo z = exp(2xnf) entdo a
equacdo (5) torna-se:

Px(f):|H(f12Pu(f) (6)

Em muitas situagOes praticas a seqiiéncia de alimentacdo pode ser admitida um ruido branco com
valor médio nulo e variancia o2. Neste caso:

P (f)=|H(f foo? - :igz o2

Como o espectro densidade de poténcia da excitacdo é constante, entdo o espectro densidade de
poténcia do sinal x(n) é uma funcéo racional no dominio da freqiiéncia e que depende dos coeficientes ay e by.

Assim, a especificacdo dos pardmetros ay, by e afé equivalente a especificar o espectro densidade de

poténcia de x(n). Em geral admite-se ag = by = 1, pois qualquer ganho do filtro pode ser incorporado na
variancia da excitagao.
O modelo definido acima indica que o processo é gerado por um sistema linear com pélos e zeros.
Ele é conhecido como modelo ARMA(P,Q) : modelo autoregressivo com média mével, em que P (nimero de
polos) e Q (nimero de zeros) sdo as ordens do modelo. A partir do modelo ARMA, outros dois modelos séo
identificados: O modelo de média mével MA(Q) — modelo somente com zeros (sistema FIR) e o0 modelo
autoregressivo AR(P) — modelo somente com polos (sistema IIR).
Modelo de média movel

(7)

Se os coeficientes ay sdo todos nulos, exceto ap = 1, entdo a equagdo (1) é reescrita como:

x(n)= ibku(n—k) (9)

Neste caso o processo € chamado de processo de média mével (MA moving average) de ordem Q ou
modelo somente com zeros e o0 espectro densidade de poténcia é dado por:

P.(f)=[B(f)* o (10)
Modelo autoregressivo

Se os coeficientes by sdo todos nulos, exceto by = 1, entdo a equagdo (1) pode ser reescrita como:

x(n)=—iakx(n—k)+ u(n) (11)

Neste caso 0 processo € chamado de processo autoregressivo de ordem P (AR autoregressive) ou
modelo somente com polos. Observe que x(n) € uma regressdo linear em que u(n) é um erro, x(n) é expressa
como uma soma ponderada de seus valores passados mais um termo de erro ou ruido chamado de residuo.
Neste caso o espectro densidade de poténcia é dado por:



P(f)=——o? (12)

[A(f)°

3. Predicdo linear do modelo autoregressivo

Nesta secdo vamos estudar um método para se determinar os coefientes a,. O problema da predicéo
linear consiste em estimar (ou predizer) uma amostra ndo observada x(n), baseando-se em um conjunto de
amostras observadas {x(n-1), ..., x(n-P)}, isto é, x(n) é estimada com base em P amostras anteriores do sinal.
Define-se entdo um preditor linear como uma combinacéo linear de P amostras anteriores do sinal, isto é:

P
&(n) = -ax(n-1)—--—apX(n—P) =—»_a,x(n-k) (13)
k=1
Na equagdo (13) o sobrescrito “chapéu” indica amostra estimada, os coeficientes ay sdo admitidos
constantes e o sinal negativo é utilizado por conveniéncia no equacionamento.
Observe que a amostra é estimada, assim, existe uma diferenca entre a estimativa e o valor correto da
amostra. Ele é chamado de erro de predicédo. Este erro é definido como a diferenca entre a amostra original e a
estimada, portanto ele é dado por:

P
e(n) = x(n) — %(n) = x(n) +Zakx(n —k) (14)
k=1
Rearranjando a equacdo acima podemos escrever x(n) em fungdo de e(n) e de suas amostras
anteriores, assim, tem-se que:

P
x(n) = —Z ax(n—k)+e(n) (15)
k=1
Observe que, se substituirmos e(n) por u(n), a equacdo acima se torna idéntica a equagdo (11) do
modelo autoregressivo. Portanto podemos afirmar que os coeficientes 6timos da predicdo linear sdo o0s
pardmetros do modelo AR, logo os coeficientes ay podem ser estimados pela minimizagéo da poténcia do erro
de predicéo &.

E= Ehe(n)|2J= Ehx(n)—k(n)zJ (16)

Estimacéo dos coeficientes ay
Admitindo que x(n) seja estacionario no sentido amplo podemos minimizar o erro utilizando o
principio da ortogonalidade, isto é, para que o erro de predi¢do e(n) seja minimo, este deve ser ortogonal aos
valores do sinal {x(n-k), k =1, 2, ..., P} que entram na predi¢do. Assim:

Ele()x"(n-k)|=0 :k=12,--,P (A7)
em que a notacdo E[.] indica o célculo do valor esperado.

Como e(n) = x(n) — X(n) entao:
Emx" (k) |-Ekmx"(1-k)|=0 :k=12--P

Substituido a equacgdo (13) na equacdo acima teremos:
P
E x(n)x*(n—k)]+ E{Zakx(n—l)x*(n—k)} =0 :k=12,---,P
1=1

Como o valor esperado da soma é a soma dos valores esperados, elogo:



P
E X(”)X*(”—k)]+ZakE X(n—l)x*(n—k)]=0 k=12--,P
1=1
Como E[x(n)x*(n—k)J é a funcdo de autocorrelacdo de x(n) entéo:

P
(k) =—> ar (k-1 k=L--P (18)
1=1

O sistema de equacdes acima é chamado de equacBes de Wiener-Hopf ou de Yule-Walker. Observe
que tendo disponivel a funcdo de autocorrelacdo do sinal podemos calcular os coeficientes ay do filtro. Na
forma matricial a equacédo (18) é dada por:

Mix (O) Mix (1) o Ty (P - 1) a(l) Mix (1)
M (1) I (0) I (P - 2) a(2) __ I (2) (19)
rxx(F; _1) rxx(F; - 2) rxx.(o) a(.P) rxx.(P)

Admitindo k = 0 na equagdo (17) encontramos a poténcia ou o valor quadratico médio minimo do
erro de predi¢do, assim:

Eum = EX"((X(0)-2(n)]= E[x" (mx(n)]-E[" ()]

P
=1,(0)+) & E[x*(n)x(n + k)]
k=1
portanto:
P
Enin =T (0)+ Y ayry (k) (20)
k=1

Admitindo que o erro de predi¢do apresente caracteristicas de um ruido brando entdo o espectro
densidade de poténcia sera dado por:

1
rxx(f):—nglN (21)
ACH)
Exemplo 1: Um processo aleatdrio x(n) apresenta a seguinte funcéo de autocorrelagéo:
r, (k) =

Determine os modelos AR(1), AR(2) e o espectro densidade de poténcia de x(n)

a) Modelo AR(1)
Como a ordem P do modelo ¢ igual a 1 entéo pela equagdo (18): r,(k)=—a;r,(k—1), portanto
substituindo ry(k) nesta equagao temos:

oM = _a g

Admitindo k = 1 tem-se:
a‘l‘ = —ala‘HJ =a =—a

Portanto o modelo sera:

K(n)=arx(n-1)
O erro minimo seré dado por:

Euin =1 (0)— o, (1) =1-a?



E o filtro H(f) seré dado por:

1 1
H(f)= = _
( ) A(f) l—ae’lz’ﬁ
b) Modelo AR(2)
Como a ordem P do modelo é agora igual a 2 entdo utilizando a equacgdo na forma matricial (19)

B Mg bl ey

Observe que como a, = 0, o processo pode ser modelado por um processo AR(1) e tanto erro minimo
guanto a funcdo do sistema sdo 0s mesmos que o anterior.

temos:

c) Espectro densidade de poténcia

2
Px(f):|H(f)2§MIN: Swin = 1a

A e

4. Métodos para a estimac¢do Espectral AR

Para a solucdo das equagdes de Wiener-Hopf € necessario conhecer a matriz de autocorrelacdo do
processo aleatério. Em geral ela ndo estd disponivel. Ou entdo é dificil de se calcula-la. Na pratica o que se
tem disponivel é uma observacdo dos dados com tamanho finito, isto &, {x(0), x(1), ... , X(N-1)}. Portanto para
a solucdo do sistema de equacdes da equagéo (18) ou (19) a fungéo de autocorrelacdo deve ser estimada.

Nesta sec¢do serdo apresentados dois dos métodos principais para a estimacéo dos parametros AR: o
método de autocorrelacdo e o método de covariancia que diferem entre si pelo modo que é estimado o erro
quadrético médio de predi¢do. Este por sua vez conduz a diferentes estimativas de r,(k).

4.1 Método de autocorrelacéo
No método de autocorrelacdo é admitido que se tem disponivel N amostras de um processo aleatério:
X(0), X(1), ..., X(N-1), assim, define-se a seguinte estimativa do erro quadratico médio de predi¢&o:

2
:—Z|x(n) K(n)° == Z
n=0

O erro minimo pode ser obtido derivando a equacéo (22) em relacdo aos coeficientes a, e igualando o
resultado a zero. Apds alguma manipulacao algébrica obtém-se:

x(n)+2akx(n k) (22)

P
D af k=) =-f (k) :k=1--P (23)
=
em que a estimativa da fungdo de autocorrelacao é dada por:
1 —1-k
(== Z (mx(n+k) :k=1--,P (24)

n=0

Observe que a equacdo acima é a estimativa polarizada da funcdo de autocorrelacao e que é
necessario o calculo de P+1 valores e 0 erro minimo sera;

P
Enin = T (0)+ D& fy (k) (25)
k=1

Na forma matricial a equacéo (24) é dada por:



. (0) @ - K(P-D) | aQ Fe (@)
x Fl) x :(0) | fy (P: -2) a(:2) fy 52) (26)
fk(P-1) #(P-2) - () J[a(P) Fx (P)

A matriz de autocorrelagdo acima é conhecida como matriz de Toeplitz ou Hermitiana. Admitindo
x(n) um processo real, ela apresenta as seguintes propriedades:
—  E simétrica.
— Os termos da diagonal principal sdo constantes.
A solucdo da equacdo (26) pode ser feita utilizando o algoritmo de Levinson que leva em
consideracéo as propriedades da matriz de Toeplitz

Algoritmo de Levinson

i. Determine a funcdo de autocorrelacéo
—1-k

%zo (Mx(n+k) :k=1---,P
ii. Dados iniciais:
19
a0 =- %0) € 51——rx(0)

iii. Estabeleca k =2 e calcule (recursdo de Levinson):

k-1
P (k) + D A () (k1)
1=1

ay (k) =- .
k-1

& (i) =4, 4 () +a, (K (k=) :i=12-k-1

b

iv. Aumente a ordem do preditor — k = k+1

k-1

v. Sek=P+1— FIM ouse k<P — VOLTE AO PASSO 4

As seguintes observagdes podem ser feitas:

Se 0 processo é realmente autoregressivo de ordem P entdo a(j) = 0 para j > P.

Se Evin = 0 entdo o processo consiste somente de sendides.
N&o se recomenda o uso deste método quando se tem disponivel poucas amostras do sinal
Quando da sua utilizacdo é vantajoso utilizar uma janela de dados tipo hamming ou uma

outra qualquer diferente da retangular.

4.2 Método de covariancia

Como anteriormente, vamos admitir também que se tem disponivel N amostras de um processo
aleatdrio x(n): x(0), x(1), ..., x(N-1). A estimativa do erro quadratico médio de predicdo é dada por:

R L P 2
gzﬁn; X()+ Y ax(n—k)

k=1

@7)




Seguindo 0 mesmo procedimento anterior a minimizacdo do erro dado pela equacdo (2) fornece a
seguinte equacdo matricial:

c, 12 ¢ @12 - c@P)]| aQ c, (1,0)
2D 622) o e2P)|a0) | [0 8)
Cx(Pil) CX(P'Z) CX(P’P) é(P) CX(P,O)
em que cy (j,k) é conhecida como matriz de covariancia do sinal tal que:
. 1 & . .
¢, (j,k)=—— > x(n-x(n-k) :j,k=0,---,P 29
X(J)N_P§< DX(n-k) :j (29)

Observe que a equacdo acima é diferente da estimativa da funcdo de autocorrelacao e que é
necessario o calculo de P+1 valores e o0 erro minimo sera:

P
Enin =€ (0.0) = Y8, (0,K) (30)
k=1

Note que a diferenca em relacdo ao método anterior esta no estabelecimento dos limites da somatoria
no erro de predigdo, equacéo (27), neste caso a matriz de covariancia é simétrica, mas os elementos ao longo
da diagonal principal ndo sdo iguais. Um método eficiente para resolver o sistema € utilizar a decomposicéo
de Cholesky, que sera visto a seguir.

Algoritmo de Cholesky

i. Determine a funcéo de covariancia

o 1 N-1 ) ) o
c (i, 1) =ﬁ§x(n—|)x(n— D :i,j=0,--,P
ii. Dados iniciais:
v(11) =,/c, (1Y)

iii. Estabelecai=1

iv. Calcule:

i1 12
v(j,i)=W1i){cx(i, j)—Zv(i,k)v(j,k)} j=i+li+2,--P
' k=1

v. Estabelecai=i+ 1 e calcule:

i 1/2
v(i, i) ={cx(i, i)—sz(i, k)}
k=1

vi. TESTE: se i <P entdo volte ao passo iv, caso contrario calcule os valores intermedidrios:

. 1 =

y(i) = v {cx o, u)—;vo, k>y(k>}
) _—cX(O,l) o

em que: y(l)_—v(l,l) e i=23:--P



vii. Calcule os valores ay:

1
v(k, k)

P
y(k)— D v(i.k)a;

j=k+1

ay

emque: ap = EI;P;) e k=P-1,P-2.-1
\Y 1

viii. Calcule o erro de predi¢cdo minimo:

P
Enin = Cx(0.0)+ Y 2,c, (0.K)

k=1
ix. Fim

Este método tem um desempenho muito bom para sinais que apresentam componentes senoidais, em
contra partida ele é mais lento do que o método anterior.

5. Exemplo de aplicacdo

As figuras 2 e 3 mostram os espectros densidade de poténcia calculados utilizando os métodos de
aitocorrelacdo, com janela de hanning, e o de covariancia para um sinal composto por trés sendides de
freqUéncias 100, 200 e 300 Hz contaminado com uma seqiéncia de ruido branco. A figura 2 mostra o
espectro densidade de poténcia utilizando 25 amostras do sinal e a figura 3 utilizando 50 amostras. Observe
gue o método de covariéncia apresentou melhores resultados que o método de autocorrelagdo para um nimero
pequeno de amostras (N = 25). No segundo caso, para N = 50, os métodos apresentam resultados
equivalentes, porém o método de covariancia apresentou picos mais agudos.

(a) Método de autocorrelagdo N =25

—

(b) Método de covariancia N =25

N o~
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Figura 2: Estimacdo espectral paramétrica para N = 25.

(a) Método de autocorrelagdo N =50
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(b) Método de covariancia N =50
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Figura 3: Estimagao espectral paramétrica para N = 50.



