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Sistema Discreto no Tempo

< E um operador matematico que transforma um sinal (a entrada) em outro
sinal (a saida) por meio de uma série de regras fixas ou operacoes.

“ Anotacao T [.] é usada para representar um sistema genérico no qual um
sinal de entrada x(n) é transformado num sinal de saida y(n) atraves da

operacao T [.]

x(n) y(n) =T [x(n)]
> -] -

% As propriedades entrada-saida de um sistema podem ser especificadas de
varias maneiras, por exemplo:

y(n) = x*(n) y(n) = 0.5y(n — 1) + x(n)



Sistemas Discretos no Tempo

% Tambem e possivel descrever um sistema em termos de um algoritmo que
prové uma sequéncia de instrucdes ou operacoes que devem ser aplicadas
ao sinal de entrada. Por exemplo:

yi(n) = 05y1(n — 1)+ 0.25x(n)
y2(n) = 0.25y,(n — 1) + 0.5x(n)
ya(n) = 0.4y3(n — 1)+ 0.5x(n)
y(n) = yi(n) + y2(n) + y3(n)

L)

% Em alguns casos, um sistema pode ser convenientemente especificado em
termos de uma tabela, que define o conjunto de todos os possiveis pares
entrada-saida de interesse.

% Sistemas discretos no tempo podem ser classificados segundo as
propriedades que possuem. As mais comuns e gue sao de nosso interesse
incluem a linearidade, a invariancia de deslocamento, causalidade,
estabilidade e invertibilidade

)

» Serao descritas apos o topico sequinte. 4



Representacao de Sinais Discretos no Tempo por Impulsos

% Seja um sinal arbitrario x(n) representado por um somatorio de impulsos
unitarios, onde k representa o atraso da sequéncia de impulsos:

xp(n) = 8(n = k)

> ldealmente, para que um sinal arbitrario x(n) tenha valores nao nulos ao
longo de uma duracéao infinita, € necessario que o conjunto de impulsos
unitarios seja infinito, de modo a cobrir o infinito nimero de atrasos.

» Suponhamos que vamos multiplicar as duas sequéncias, x(n) e d(n-k).
Como d(n-k) vale zero exceto em n=k, e neste caso ele & unitario, o
resultado da multiplicacao é uma outra sequéncia que vale zero em toda
a parte exceto em n=k, onde ira valer x(k)

xm)dn — k)Y = x(k)yd(n — k)



Representacao de Sinais Discretos no Tempo por Impulsos
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Propriedades dos Sistemas Discretos no Tempo

%+ Sistema Sem Memoria

» A saida, a qualquer tempo n=n, depende apenas da entrada no instante
n=n,.

» Exemplos:

* y(n) = x2(n) € sem memoria porque y(n,) depende apenas de x(n) a
qualquer n,,.

* Y(n) = x(n) + x(n-1) nao € sem memaria porque a saida, para
qualquer n,, dependo da entrada tanto em n, quanto em n,-1.



Propriedades dos Sistemas Discretos no Tempo
% Aditiva

> A resposta para uma soma de entradas é igual a soma das entradas
iIndividualmente.

* T[x.(n) + x,(n)] = T[x,(n)] + T[X,(n)], para quaisquer sinais x,(n) e
X,(N)

“* Homogeneidade

» Escalonar a entrada por uma constante resulta em escalonar a saida
pela mesma constante.

» Um sistema é dito homogéneo se T[c x(n)] = ¢ T[x(n)], para qualquer
constante complexa c e para qualquer sequéncia de entrada x(n)



Propriedades dos Sistemas Discretos no Tempo
“ Linearidade
» Se um sistema € aditivo e homogéneo ele e dito linear.
T'{ayxi(n) + ayxa(n)] = a\ T [xy(n)] + @2 T [xa(n)]
» P/ quaisquer entradas x,(n) e x,(n) e constantes complexas a, e a,.
% A linearidade simplifica o calculo da resposta sistémica a uma dada entrada

% Existem dois métodos basicos para analise da resposta de um sistema
linear a um dado sinal de entrada

> 1. Solucgao direta da relacao ‘entrada-saida’
(F[.] = funcao do que esta entre colchetes’):

v(n) = F[_v(_n -1} v(n = 25..... vin — N). x(n).x{n—=1), ..., x(n — M)]

« Para sistemas LTI (lineares invariantes no tempo) veremos que:

N M
v(n) = — Z avin — k) + Z b.x(n —k} &€ b, sao constantes independentes de x(n) e y(n)

k=1 k=0 9



Propriedades dos Sistemas Discretos no Tempo

» 2. 0O segundo método tem duas etapas

* Decomposicéo ou solucao do sinal de entrada em termos de um
soma de sinais elementais. Estes sinais sao selecionados de modo
gue a resposta do sistema a cada componente destes sinais seja
determinada facilmente.

« Usando a propriedade da linearidade do sistema, as respostas do
sistema aos sinais elementares sao somadas para se obter a
resposta total do sistema a um dado sinal de entrada.

. Exemplo: ¥ = ; X0 gnde {c,} sdo o conjunto de amplitudes

(coeficientes de ponderacao) na decomposicao do sinal x(n).
» Sendo a resposta do sistema ao sinal elementar x,(n) igual a
y (), entdo ¥x(n) = T[xi(n)] assumindo que a resposta a
c.X.(n) é ¢y, (n), como consequéncia da propriedade de

escalonamento.
Continua -> 10



Propriedades dos Sistemas Discretos no Tempo

« Finalmente, usando a propriedade aditiva, a resposta total a entrada

x(n) é:
y(n) = 'T[x(n) [E cu.;(n):)

ZL‘A-T[A'k(FI)]

A

2
= ZC&_\‘L’(”) wk:(%)k k=0.1..... N-1

k

I

*

L)

L)

» Obs.: Se o sinal de entrada x(n) for periédico com periodo N, o conjunto
matematicamente conveniente para sinais elementares € o conjunto de
exponenciais: x(n) =" k=0.1.....N~1 onde as frequéncias {o,} sdo
harmonicamente relacionadas, ou seja , — (2_;’,) L k=0l N-1.

» 2n/N é chamada de frequéncia fundamental, e todos as componentes de
mais alta frequéncia sdo multiplos da frequéncia fundamental.
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Propriedades dos Sistemas Discretos no Tempo
% Invariancia ao Deslocamento

> Seja y(n) a resposta de um sistema a uma entrada arbitraria x(n). O
sistema é dito invariante ao deslocamento se, para qualquer atraso n,, a
resposta x(n-n,) for y(n-n,). As propriedades e caracteristicas de tal
sistema nao mudam com o tempo.

e Caso contrario, o sistema é dito ‘variante ao deslocamento’
%+ Sistema invariante ao deslocamento linear

> E o sistema que é, simultaneamente, linear e invariante ao
deslocamento (LSI, linear shift-invariant).

> Se h(n) é a resposta de um sistema LS| ao impulso unitario 3(n), sua
resposta ao impulso 3(n - k) sera h(n — k). Portanto,

hy(n) = hin — k) y(n) = Z x(khin — k) yin) = x(n) * hin)

N==00

12



Propriedades dos Sistemas Discretos no Tempo
% Causalidade

» Um sistema é dito causal se, para qualquer n,, sua resposta no tempo n,
depender somente da entrada até o tempo n=n,,.

» Para um sistema causal, mudancas na saida nao podem preceder a
mudancas na entrada. Assim, se X,(n)=X,(n) para n < n,, y,(n) deve ser
igual a y,(n) para n < n,,.

» Sistemas causais sao também chamados de ‘nao antecipatorios’.

» Um sistema LSI sera causal se e somente se h(n) for igual a zero para
n<O0.

13



Propriedades dos Sistemas Discretos no Tempo
“ Estabilidade

» Em muitas aplicacfes, € importante que a resposta y(n) seja limitada em
amplitude sempre que a entrada seja limitada. Um sistema com esta
propriedade ¢ dito ‘estavel’ no sentido ‘input-bounded output bounded,
BIBO’

« O sistema é dito estavél no sentido BIBO se, para qualquer entrada
limitada, [x(n)| < A < =, a saida sera limitada, |y(n)| =B <

14



Propriedades dos Sistemas Discretos no Tempo

* Invertibilidade

» Esta propriedade é importante em aplicacoes de equalizacdo de canal e
de-convolucao.

» Um sistema é dito invertivel se a entrada puder ser unicamente
determinada pela saida. Para tanto, € necessario que entradas distintas
produzam saidas distintas. Em outras palavras, dadas quaisquer duas
entradas x,(n) e x,(n), com x,(n) # x,(n), necessariamente & verdade que

y1(n) # y,(n).
» Exemplo: y(n) = x(n).g(n) é invertivel se e somente se g(n) # 0. Em

particular, dado y(n) com g(n) n&o nulo, x(n) pode ser recuperado por:

o = Y

gin)

15



Convolucao

“ Arelacio entre a entrada de um sistema linear invariante ao deslocamento,
X(n) e a saida, y(n), é dada pelo somatorio da convolucao:

oC

x(n)= hin) = Z x(kYhin = k)

R

% A convolucao, um operador linear, é fundamental para analise e descricéo
de sistemas LSI e, portanto, também entra no escopo desta revisao.

16



Propriedades da Convolucao

<+ Comutativa

» A ordem na qual duas sequéncias sao convoluidas nao importa
x(n) * hin) = hin) * x(n)

Do ponto de visto sistémico, essa propriedade estabelece que um
sistema com uma resposta impulsiva h(n) e entrada x(n) se comporta
exatamente igual a um sistema com resposta unitaria x(n) e entrada

h(n).

xin) win) hin) yim)
—_— hin) - —— xim) ————

17



Propriedades da Convolucao

s Associativa
{x(n) % hy(n)} = ha(n) = x(n) * [hy(n) * ha(n))

» Do ponto de vista sistémico, essa propriedade estabelece que se dois
sistemas com respostas impulsivas h,(n) e h,(n) sdo conectados em
cascata, um sistema equivalente € aquele com resposta impulsiva igual
a convolucao entre h,(n) e h,(n)

heg(n) = hi(n) % ha(n)

x(n) yin) x(n) ¥in)
—— Rhyin) . falfl) —_—  hjin) & hain)  ——

(k) The associative property,

18



¢ Distributiva

x(n)* {hy(n) 4+ hain)) = x(n) = hyin) + x(n) * ha(n)

Propriedades da Convolucao

» Do ponto de vista sistémico, essa propriedade estabelece que se dois
sistemas com respostas impulsivas h,(n) e h,(n) sdo conectados em
paralelo, um sistema equivalente € aquele que tem resposta impulsiva

igual a soma de h,(n) com h,(n).

L |

xin)

Y

hyin)

hain)

L

wn)

Xim)

hyn)+ hain)

yin)
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Operacao da Convolucao
% Calculo Direto

» Se as sequéncias de sinais convoluidos forem descritas por expressoes
matematicas simples, o calculo da convolucéo é realizado a partir de:

G

yin) = Z x(kYhin — k)

R =—00

Expressdes Uteis para séries encontradas comumente:

ar= Sar= L
a" = ——— a® = }di < |
=) I —a n=(0) l —a
N=I N | N oG
N -1 - N + a

nu":i )a Eﬂ Zna”: a . lal < |
=l {l - H} nwsi) (] _EJ‘
N=] N—I
zn=:§m'|;m—n n* = IN(N — 12N = 1)
=0 n=ll

20



Operacao da Convolucao
% Aproximacéo grafica

» Além do método direto, a convolucao pode ser realizada graficamente.
Os passos sao:

« Plotar as duas sequéncias, x(k) e h(k), como funcoes de k.

« Escolher uma das sequéncias, por exemplo, h(k), e reverté-la no
tempo para formas a sequéncia h(-k)

« Deslocar a sequéncia reversa de n. [Nota: se n>0, isso corresponde
a deslocar para a direita (atraso), enquanto para n<O0, corresponde a
um deslocamento a esquerda (avanco)]

« Multiplicar as duas sequéncias x(k) e h(n-k) e somar o produto para
todos os valores de k. O valor resultante sera igual a y(n). Esse
processo e repetido para todos os possiveis deslocamentos, n.

21
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Transformada z

% De grande importancia na analise de sinais digitais, aplica-se a
sinais discretos tais como aqueles advindos da conversao
analdgico-digital.

» De fato, para analise de sinais discretos no tempo e sistemas discretos
LTI, a transformada z tem um papel semelhante ao da transformada de
Laplace na analise de sinais continuos e sistemas continuos LTI.

< E utilizada no projeto de filtros e sistemas de controle digitais.

¢ Define como construir uma funcao a partir de uma sucessao.

» Cada sucessao ¢ transformada numa funcao;

* iSso permitira transformar equacoes diferenciais em equacoes
algebricas que em alguns casos podem ser resolvidas facilmente.

23
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Transformada de Laplace

Em homenagem a Pierre-Simon Laplace, € um amplamente utilizada em matematica
e engenharia elétrica e transforma uma funcdo do tempo em funcao da frequéncia
complexa.

A transformada de Laplace inversa assume uma funcao de dominio de frequéncia
complexa e produz uma funcéo definida no dominio do tempo.

A transformada de Laplace esta relacionada com transformada de Fourier, mas a
transformada de Fourier expressa uma funcéo ou sinal como uma superposicao de
funcbes senoidais, a transformada de Laplace exprime a fungao, mais
genericamente, cCoOmo uma superposicao de momentos.

> (um momento € uma medida quantitativa especifica, utilizada em mecanica e
estatistica, na forma de um conjunto de pontos).

Dada uma descricdo matematica ou funcional simples de uma entrada ou saida de
um sistema, a transformada de Laplace fornece uma descri¢ao funcional alternativa
gue muitas vezes simplifica o processo de analisar o comportamento do sistema, ou
em sintetizar um novo sistema baseado num conjunto de especificacoes.

24



Transformadas de Fourier

** A transformada de Fourier (Jean-Baptiste Joseph Fourier) é
uma transformada integral que expressa uma funcao em
termos de funcoes de base senoidal, i.e., como soma ou
Integral de funcdes senoidais multiplicadas por coeficientes
("amplitudes").

*» Existem diversas variacoes diretamente relacionadas desta
transformada, dependendo do tipo de funcao a transformar.
A transformada de Fourier pode ser vista como um caso
particular da transformada Z.

25



Transformada Discreta de Fourier (DFT)

% A analise de frequéncia de um sinal discreto no tempo {x(n)} & geralmente
realizada por uma DSP. Para tanto, convertemos a sequéncia no dominio
do tempo para seu equivalente no dominio da frequéncia.

% A transformada de Fourier de {x(n)} & X(®»). Porém, X(®») € uma funcao
continua da frequéncia é seu calculo computacional pode néo ser
conveniente.

% A solucao é adotar uma representacao de amostras de X(w): a transformada
discreta de Fourier.

26



Amostragem no Dominio da Frequéncia

% Sinais aperiodicos com energia finita tém espectro continuo. Seja, portanto:

X(w) = Z x(n)e /"

n=-—2

% Supondo que amostramos X(w) periodicamente a intervalos de 6w radianos
por segundo entre amostras sucessivas. Como X(m) é perioédico com
periodo 2w, apenas amostras na faixa da frequéncia fundamental séo
necessarias. Por conveniéncia, tomamos N amostras equidistantes em
intervalos 0 < ® < 2.

27



Amostragem no Dominio da Frequéncia
< Em o = 2rnk/N, teremos:
X( ) an)e jemkn/N k=0,1,....N—-1
H==—2C

% O somatorio acima pode ser subdividido em infinitos somatorios, cada um
contendo N termos:

i

.+ Z x(n)e” - fimkn/N +Zx(n Je —jomkn/N

X (."'E.;\)
N n=—pN

')Af
+ E I’I}f’ _J..."Tin/f‘r
n=»~N
o IN+N-I

|

S S e ey

=~ n=IN

28



Amostragem no Dominio da Frequéncia

% Se mudarmos o indice no somatorio interno de n para n-IN e trocarmos a
ordem do somatorio, obteremos, parak =0, 1, 2, ..., N-1:

2 N-=1 oC - ,
X (%A) - Z [ Z x{n — IN)] g~ /emkn/N

n={} | iI==—1c

o

=—0C

» Obtido pela repeticao periodica de x(n) a todas a N amostras, é
periddico com periodo fundamental N. Consequentemente, pode ser

expandido como uma serie
N—1

Xp(n} = Z crpel kN n=0.1...., N -1
k=0
» Com coeficientes de Fourier:

{ Aol o
Cp = }GZ:x,,,(n)E""*”‘["”W k=0,1.....N—-1
n={) 29



Amostragem no Dominio da Frequéncia

% Por comparacao das equacoes anteriores, chegamos a:

1 /2
o = —X (ik) F=01.. .N—1
N N

+» Portanto

A1
x,(n) = -—]- Z X z—ﬁk gl =mkn/N n=201 N =1
p U= Y =0,1.....

k=(]

> A relagao acima prové a reconstrugao do sinal periodico x,(n) a partir
das amostras do espectro X(w). Porém, para recuperar X(m) ou x(n) &
preciso considerar a relagao entre x,(n) e x(n).

» Como x,(n) € a extensao periodica de x(n), a recuperagao ocorrera se
x(n) for limitada num tempo menor que o periodo N de x,(n). Esta
situacao e ilustrada no slide seguinte.

30



Amostragem no Dominio da Frequéncia

% Sequéncia aperiodica x(n) de comprimento L e sua extenséo periddica para
N = L (no-aliasing) e N < L (aliasing)

xim)

_._._._._._._.fITTTT?L,_H_._.____,_n

,_._,HITrmmIHIImTHUThm%__,,

.
"

Xpr

TT”TTTTlhTTTH;;;!H“ i

—-N N

n
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Transformada Discreta de Fourier

% Vimos a amostragem no dominio da frequéncia de uma sequéncia
aperiodica com energia finita x(n). Em geral, as amostras igualmente
espacadas X(2nk/N), k =0, 1, ..., N-1, nao representam unicamente a
sequéncia original x(n) quando x(n) tem duracao infinita. Elas correspondem
a sequéncia periodica x,(n) de periodo N, onde x,(n) € uma versao ‘alisada’
de x(n).

)

» Quando a sequéncia x(n) tem duracao finita de comprimento L < N, entao
X,(n) € simplesmente uma repeti¢ao periodica de x(n), onde X,(n) sobre um
unico periodo € dado por

L)

v () = x(m), O<n<L -1
U 1) L<n<N-=1

L)

» Consequentemente, as amostras de frequéncia X(2nk/N), k=0, 1, .., N-1
representam unicamente a sequéncia de duracao finita x(n).

L)

32



Transformada Discreta de Fourier

“* Em resumo, x(n) tem uma transformada de Fourier

L-]
Xw)=) xme™ 0<ws2x

n={}
Tk
X(k) = X( i ) Zx(n}e Jamkn/N
. n={}
Xk = Z (m)e~d*hnIN b = 0,1.2, ..., N —1

n=(

)

% Esta é a formula para transformarmos a sequéncia {x(n)} de comprimento

L < N numa sequéncia de amostras de frequéncia [X(k)] de comprimento N.
Como as amostras de frequéncia sao obtidas pela transformada de Fourier
de X(w) com um conjunto de N frequéncias igualmente espacadas, esta
relacao é chamada de transformada discreta de Fourier (DFT). 23



IDFT

L)

» Para recuperarmos a sequéncia x(n) a partir das amostras de frequéncia

L)

usamos a transformada discreta de Fourier inversa:

A, s
x(n) = = Z X (ke TNy 001, N —1

k={)
DFT
DG . N-1 | ,
» Em resumo: X(k):Zx(n)e‘”“”’” k=012 ... .N—1
n=0
IDFT
1 N=-1 '
x(n):—Z."‘(’(J\')eﬂ”""'Mr n=012,.... N—-1
N k=0

34



Fast Fourier Transform (FFT)

< E um método eficiente para computacéo da DFT

L)

% Basicamente, o problema que a DFT resolve é a computacao da sequéncia
[X(k)] de N numeros complexos resultando em outra sequéncia de dados
[X(n)] de comprimento N, de acordo com a féormula

N-1
X(k):Zx(n)W,’;” O<k<N-1
n=0

» Onde Wy = e J/N

«» Similarmente, a IDFT se torna:

1 = —nk
x(n):—ﬁ;X(k)WN O<nzN-1

35
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Transformada z

Usaremos a notacao: est, para sinais de tempo continuo; z", para sinais de
tempo discreto, onde s e z sdo numeros complexos.

Em vez de falar o porque do uso de exponenciais em sistemas do tipo LTI
(linear invariante no tempo), vamos mostrar o gue ocorre quando um desses
sinais entram no sistema.

Seja x(t)= est a entrada e h(t) a resposta ao impulso de tal sistema LTI.
~ . + o
Da convolucao, sabemos: ;) _ [ h(p)a(t — p)dp

O

Fazendo as substituicoes:

+oo ) i
y(t) = [ hip)e®' =" dp
+o0
y(t) = [ hip)e®e*Pdp

+ o
y(t) =e” / hip)e™*dp

[a =

36



Transformada z
o0
Sejaafungcdo  Als) = / h(p)e=*"dp

Do calculo integral, por h(t) ser uma resposta ao impulso e como o0 modulo
da funcdo exponencial € um numero real, a integral converge. Assim, a
funcao A(s) existe, e € uma constante complexa que depende de s.

Assim, a saida do sistema pode ser escrita como:

y(t) = A(s)e™

Observando a equacao anterior vemos que: A resposta do sistema para
uma entrada exponencial, € essa mesma entrada mudada de um fator A(s).
Ou seja, ocorre uma mudanca de amplitude.

A(s) € chamado de autovalor e o sinal € uma autofuncao do sistema.

Conclusao importante: exponenciais complexas sao autofuncdes de
sistemas do tipo LTI.

37



Transformada z

* Analogamente, para o caso discreto

Substituindo os valores:
k=+mo

rin| = z"
] yln] = Z hlk|z"*
Definicdo de convolucio: k=—nc
k=+oc R
i'_a’[ﬂ] = z h[k]iﬂ[ﬂ' — .IJ] '{;[ﬂ-] _ Z h__[k_,]:;,n—k
f=—0n0 ‘ Pl
k=00
yln] = Z hlk|z"z "
K=—0C
k=+oc
yln] = =" Y hlk]=™"
f=—nc
Autovalor no caso discreto:
fe=m0
Azl = ) hlk]"
k=—oc

38



Transformada z

% Transformada Z converte um sinal discreto no tempo, que € uma sequéncia
de nimeros complexos ou reais, numa representacao complexa no dominio
da frequéncia.

“ Pode ser considerada como uma transformada de Laplace equivalente
discreta no tempo.

39



Transformada z

@ A transformada Z € o equivalente da transformada de
Laplace para sistemas discretos

@ A transformada Z de um sinal x[n] & definida por:

oo

X[z] = ) x[nz™"

N=-—oo

@ A transformada Z inversa de X|[z] € dada por:
x[n] = ZLWI %X[z]z””dz

@ Essa integral € uma integral de contorno na direg¢éo
anti-horaria em um caminho fechado no plano complexo

40



Transformada z

@ Simbolicamente, o par de transformadas é representado
por:

X[z] = Z{x[n]}, x[n]=Z""{X[z]}
@ Combinando-se estas expressoes, tem-se que:

2= Z{x[n]}}

@ Uma representagao bastante comum € dada por:

x[n], 2{27'{X[z]}} = X[Z]

x[n] < X]|z]

41



Transformada z

@ A transformada Z também & uma operacéo linear, ou seja,
se

x1[n] <= Xilz|, xz2|n] <= X3|z]
@ Entao
aix1[n] + azxxz[n] <= a1Xi[z] + axX2[z]

@ z é uma variavel complexa e a transformada pode nao
existir para todos os valores de z

@ Regido de Convergéncia (RDC) € o nome da regido do
plano complexo para a qual a transformada Z existe
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Transformada z

@ A regidao de convergéncia € importante para a
determinacao da transformada Z inversa

@ Dois sinais diferentes podem ter a mesma transformada,
mas com RDCs diferentes

@ Assim como foi feito para a transformada de Laplace
Inversa, o procedimento usual para se determinar a
transformada Z inversa é utilizar uma tabela com os pares
de transformadas mais comuns
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Estimacao Espectral Paramétrica

% Na aula anterior estudamos os métodos de estimacao espectral baseados
na utilizacao da transformada discreta de Fourier (DFT), referidos como
metodos de estimacéo espectral classicos para distingui-los dos métodos
mais modernos.

“ Nesta aula sera introduzida uma abordagem alternativa, um modelo
parametrico, para descrever um processo aleatorio e estimar a densidade
espectral de poténcia.
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Estimador

% Em estatistica, um estimador € uma regra para calcular uma estimativa de uma
determinada quantidade baseada em dados observados: assim a regra e seu
resultado (a estimativa) sao distinguidos.

<&

% EXxistem os estimadores de ponto e estimadores de intervalo. Os estimadores de
ponto produzem resultados de valor Unico, embora isso inclua a possibilidade de
resultados de um vetor de valor Unico e resultados que podem ser expressos como
uma unica funcao. Com um estimador de intervalo, o resultado é uma gama de
valores (ou vetores ou funcdes) plausiveis.

L)

s Um "estimador " ou "ponto estimado" é uma estatistica (isto €, uma funcéo dos dados) que é
utilizado para inferir o valor de um parametro desconhecido em um modelo estatistico. O
parametro a ser estimado por vezes é chamado estimando. Ele pode ser de dimensao finita
(no paramétrico e modelo semi-paramétrico), ou de dimenséao infinita (ndo semi-

paramétrico e modelo ndo paramétrico). Se o parametro € denotado 6 entéao o estimador €
normalmente escrito pela adicdo de um circunflexo sobre o simbolo. Sendo uma funcao dos
dados, o estimador € em si uma variavel aleatéria, uma realizacéo particular desta variavel
aleatdria € chamada "estimativa'. As vezes, as palavras "estimador" e "estimativa" sdo usados
alternadamente.
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Estimador
% O problema da estimacao da densidade resulta em duas aplicacoes.

» Em primeiro lugar, ao estimar as funcoes de densidade de
probabilidade de variaveis aleatorias

» e em segundo lugar para estimar a funcao de densidade espectral de
uma série temporal.

» Nestes problemas as estimativas sao funcoes que podem ser
consideradas como estimativas de ponto em um espaco de dimensao
infinita, e ha problemas correspondentes a estimacéao de intervalo.

* A esséncia do problema de estimacéao espectral pode ser resumida pela
seguinte frase: “A partir de uma gravacao finita de uma sequéncia de dados

estacionarios, estimar como a poténcia total esta distribuida no dominio da
frequéncia” .
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Estimacao
% Ha duas macro abordagens para o problema da analise espectral.

% Uma delas tem por ideia basica aplicar um filtro passa-banda de faixa
estreita ao sinal estudado, varrendo toda a faixa de frequéncias de
interesse. A poténcia de saida do filtro dividida pela largura de faixa do filtro
é usada como uma medida do conteudo espectral do sinal original. Este
procedimento corresponde essencialmente ao que os chamados métodos
“classicos” (ou “nao-parametricos”) de analise espectral fazem.

L)

“ A outra abordagem, conhecida como “parameétrica”, postula um modelo para
os dados, o que prové uma forma de parametrizar o espectro,
consequentemente reduzindo o problema a se estimar os parametros para o
modelo assumido.
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% Estimacao espectral nao parametrica - periodograma
» Vantagens:
« simplicidade.
« adep é facilmente calculado via DFT.
» Desvantagens:
« Resolucéao de frequéncia baixa (N pequeno).
« Utilizacao de janelas
% Estimacao espectral paramétrica
» Vantagens:
« alta resolucao de frequéncia.
« Em alguns casos nao € necessario o uso de janelas.
» Desvantagem:

* Requer o uso algoritmos sofisticados.
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Modelo de funcao do sistema racional

No mundo real, muitos processos aleatérios de tempo discreto sao bem
aproximados por um modelo de funcéo de transferéncia racional conhecido também
COMo séries temporais.

Modelos Autoregressive-moving-average (ARMA) sao modelos matematicos em
séries temporais usados em diversas aplicacoes.

Modelos ARMA podem ser usados para predizer o comportamento de uma serie
temporal a partir de valores passados, somente. Tal predicao pode ser usada como
base para o calculo da possivel importancia de outras variaveis do sistema.

Modelos ARMA s&o amplamente usados para predicOes econdémicas e producao
industrial.
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Séries temporais

% Uma série temporal € uma sequéncia de observacbes sobre uma variavel
de interesse. A variavel € observada em pontos temporais discretos,
usualmente equidistantes, e a analise de tal comportamento temporal
envolve a descricao do processo ou fendmeno que gera a sequéncia.

% Padrdes de Séries Temporais

» Processamentos que permanecem constantes sobre um certo nivel todo
o tempo, com variacbes de periodo a periodo devido a causas
aleatorias.

» Padrbes que ilustram tendéncias no nivel dos processos, de maneira
gue a variacao de um periodo ao outro € atribuida a uma tendéncia mais
uma variacao aleatoria.

» Processos gque variam ciclicamente no tempo, como em processos
sazonais (exemplo: o clima).
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Séries Temporais

+» Modelos de Previsao

» Os procedimentos de previsao de series temporais podem ser divididos,
grosseiramente, em duas categorias:

« Automaticos, que sao aplicados diretamente, com a utilizacao de
programas simples de computador;

 Nao-Automaticos, que exigem a intervencdo de pessoal
especializado, para serem aplicados
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&

ARMA

Neste modelo a sequéncia de dados x(n) € descrita pela seguinte equacéao de
diferencas com coeficientes constantes:

Q
=0

x(n)= —ZP: a x(n-k)+> bu(n-k) @

em que u(n) é a sequéncia de excitacdo da entrada.

Este € um modelo generalizado e € denominado de modelo ARMA (AutoRegressive
Moving Average). Ele corresponde a um sistema linear invariante ao deslocamento
com polos e zeros, cuja excitacao de entrada € u(n). Em geral u(n) é admitido ser
um ruido branco.

A equacao (1) nos mostra que x(n) consiste de duas partes: uma parte
deterministica determinada pelos coeficientes a, e uma parte, em geral, aleatoria
gue depende de u(n).

u(n)—— H(z) — X(n)
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Modelo de funcao do sistema racional

% Admite-se que o processo x(n) possa ser modelado por um sistema linear

discreto no tempo tal que:

X(z)=H(z)U(z) ) HE)

— Xx(N)

» Em que U(z) é a transformada z da excitacao e H(z) é a funcao de

transferéncia do sistema racional:

2

b,z
_B@) _ i
P

a,z "
=1

_ AlZ) _ 1+Z
k

Q

H (z)

» Em geral os coeficientes b, e a, s&o admitidos constantes.
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% A correspondente equacao de diferencas para o sistema é:

P Q
x(n) = —Zakx(n —k) +Zbku(n —k)
k=1 k=0

% A equacao acima nos mostra que x(n) consiste de duas partes:
» uma parte deterministica determinada pelos coeficientes a,.

» E uma parte, em geral, aleatoria que depende de u(n).

% Admitindo que x(n) seja um processo estacionario, entao, como
consequéncia, u(n) também ¢é estacionario e a Densidade Espectral de
Poténcia sera dada por:

: B(f)’
S (fY=IH(f) S (f)= S (f
xx( ) ‘ ( )‘ uu( ) A(f)2 uu( )
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% Em muitas situacdes praticas a sequéncia de entrada pode ser admitida um
ruido branco com valor medio nulo e variancia 0.2
u

» Neste caso:
S, (f)=0

» Portanto, substituindo na equacao anterior:

SulT)= B(f)202

A(F)

« Como a dep da excitacao € constante, entdo a dep do sinal € uma
funcao racional no dominio da frequéncia e que depende dos
coeficientes a, e b,.
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B(T)|
S, ()=
(1) A

% O modelo definido acima indica que 0 processo € gerado por um sistema
linear com polos e zeros.

% Ele é conhecido como modelo ARMA(P,Q) : modelo autoregressivo com
media movel.

» em que P (nimero de polos) e Q (numero de zeros) sao as ordens do
modelo.

\/

% A partir do modelo ARMA, outros dois modelos séo identificados:

» Modelo de média movel MA(Q) —» modelo somente com zeros (sistema
FIR). FIR= Finite Impulse Response

» Modelo autoregressivo AR(P) — modelo somente com polos (sistema
lIR). lIR= Infinite Impulse Response
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Filtros FIR

“ Em processamento de sinal, em um filtro FIR (finite impulse response) a
resposta impulsiva (ou resposta a qualquer entrada com duracao finita) tem
duracao finita, porgue ele se ajusta para zero num tempo finito

% Ao contrario, os filtros IIR (infinite impulse response), podem ter uma
realimentacao interna e podem continuar a responder indefinidamente
(usualmente decaindo).

% A resposta impulsiva (isto €, a saida em resposta a uma funcéo delta na
entrada) de um filtro FIR discreto de ordem N dura exatamente N+1
amostras (do primeiro elemento n&o nulo até o ultimo elemento nao nulo)
antes de cair para zero.
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Filtros FIR

“* Na figura abaixo, uma forma discreta de filtro FIR de orden N. A parte de
cima € uma linha de atraso com N estagios e N+1 derivacdes. Cada
unidade de atraso é um operador z'! na notacdo da transformada Z.

X [l’l] 71

-

Z

—1

b \/b Vy

—1

8 = Z

— ]

yin]

7
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Filtro FIR

% Uma implementacéo em trelica de um filtro FIR discreto no tempo de ordem
N. Cada unidade de atraso é um operador z* em notacdo de transformada
Z.
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4

L)

Filtros FIR - Propriedades

Nao requerem realimentacéao.

» Isto significa que quaisquer erros de arredondamento nao sao agravados por
iterac6es somadas. O mesmo erro relativo ocorre em cada calculo. Isso também
faz com implementacdo mais simples

Sao inerentemente estaveis

Pode ser projetado com a fase linear fazendo-se a sequéncia de coeficiente
simétrica.

Disvantagem principal: requerem mais poténcia computacional.

> Entretanto, o hardware de muitos processadores € avancado o suficiente para
tornar os filtros FIR aproximadamente tao eficientes quanto os IR, para muitas
aplicacoes.
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Filtros IIR

% A resposta impulsiva infinita (Infinite impulse response, IIR) é uma
propriedade que se aplica a muitos sistemas lineares invariantes no tempo.
Exemplos mais comuns s&o os filtros digitais e eletronicos. Sistemas com
estas propriedades sao conhecidos como sistemas IIR ou filtros lIR, e se
distinguem por apresentar uma resposta impulsiva que néao se torna nula,
exatamente, passado um certo ponto, mas continua indefinidamente (em
contraste aos filtros FIR).

*

L)

» Na pratica, a resposta dos sistemas |IR se aproxima de zero e pode ser
desprezada a partir de um certo ponto. Entretanto, os sitemas fisicos que
geram as respostas IIR ou FIR sao diferentes, por isso precisa haver a
distincao entre eles.

L)
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Filtros FIR e IIR

- [Filtros IR Filtros FIR

Fase (atraso de
grupo)
Estabilidade

Ordem

Histéria

Dificil de controlar, sem uma técnica
particular disponivel

Pode ser instavel, pode ter ciclos limitados

Baixa

Derivado dos filtros analogicos

Fase linear sempre possivel

Sempre estavel, sem limite de
ciclos

Mais alta

Mundo digital
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¢ No modelo de média movel MA(Q): P =0, isto €, A(z) = 1, assim:

X(z) =B(z2)U(2)

Q — _ 2
X(n)=szU(n—k) SXX(.I:) ‘B(f)‘ Suu(f)
k=0

% No modelo de autoregressivo AR(P): Q =0, isto é, B(z) = 1, assim:

1
X(z)=——-U

— Sxx( f) —
: A
X(N) == ax(n—k)+u(n)
k=1

S,,(f)
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Predicao linear do modelo autoregressivo

% O problema da predicao linear consiste em estimar (ou predizer) uma
amostra nao observada x(n), baseando-se em um conjunto de amostras
observadas { x(n-1), ..., X(n-P) }.

K/

% Xx(n) & estimada com base em P amostras anteriores do sinal.

% Define-se entdo um preditor linear como uma combinacéao linear de P
amostras anteriores do sinal, isto é:

P
%(n) = —ayx(n—1) —---—apx(n—P) == "a x(n—k)

k=1
» O sobrescrito “chapéu” indica amostra estimada.

» Os coeficientes a, sdo admitidos constantes.
» O sinal negativo é utilizado por conveniéncia ho equacionamento.

» Existe uma diferenca entre a estimativa e o valor correto da amostra. Ele
é chamado de erro de predicao.
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% O erro de predicao é definido como a diferenca entre as amostras original e
estimada. Assim:

P
e(n) = x(n) — x(n) = x(n) + Zak x(n—k)
k=1

% Rearranjando a equacéo acima tem-se:

P
X(N) == a,x(n—k)+e(n)
k=1

» A equacao acima € idéntica a equacao do modelo AR se substituirmos
e(n) por u(n).

» Podemos afirmar que os coeficientes otimos da predicao sao os
parametros do modelo AR.

» Os coeficientes a, sdo determinados pela minimiza¢&o da poténcia do
erro de predicao.
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Determinacao dos coeficientes a,

% Para que o erro seja minimo, este deve ser ortogonal aos valores do sinal {
X(n-k) } que entram na predicao. Assim:

el (n—K)|=0 tk=12-p
E{X(n)x*(n—k)J: E{)A((n)x*(n_k)J k=12..-P

*» Desenvolvendo tem-se que: Vi Hoot
lener-Hop

P
rXX(k) :_Zalrxx(k_l) k=1---,P.
=1

> 1. (K) éafuncdo de autocorrelacéo do sinal.

» A equacdo acima € chamada de equacao de Wiener-Hopf ou de Yule-

Walker
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+» Na forma matricial:

| Mx (O) Vi (1) R % (P - 1) | a(l) | Mx (1) ]
My (1) Myx (0) RN % (P-2) a(2) _ Myx (2)
_rxx (P _1) M (P — 2) o rxx.(O) | _a(.P)_ _rxx .(P)_

+ A Poténcia minima do erro sera;:

P
EMIN = E[e( n)x (n )]: w(0)+ Zak Mo (=K)
k=1
“ Admitindo gue o erro apresente caracteristicas de um ruido branco tem-se:

1
A

Su(T)=

EMIN
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Méetodos para a estimacao espectral AR

Para a solucéo das equacdes de Wiener-Hopf & necessario conhecer a
matriz de autocorrelacéo do processo.

» Em geral ela n&o esta disponivel.

Na pratica o que se tem disponivel € uma observacao dos dados com
tamanho finito: { x(0), x(1), ..., X(N-1) }.

» A funcao de autocorrelacao deve ser estimada.

Serao apresentados dois dos métodos principais para a estimacao dos
parametros AR.

» Método de autocorrelacao e Método de covariancia.

Eles diferem entre si pelo modo que € estimado o erro quadratico medio de
predicao.

» Este por sua vez conduz a diferentes estimativas de r, (k)

ra(K) 2 = (k)
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L)
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L)
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Método de autocorrelacéao

Vamos admitir que se tem disponivel N amostras de um processo: x(0), x(1),

ooy X(N-1) :

Define-se a seqguinte estimativa do erro quadratico médio de predicao:

N-1

P
& =i2 X(n)+ > ax(n—k)
N k=1

N=

2

O erro minimo pode ser obtido derivando a equacao acima e igualando o

resultado a zero.

Apos alguma manipulacéo algébrica tem-se que:

P

Zélfxx(k_l) :_Axx(k) k=1

=1
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> A estimativa da fungao de autocorrelagao é dada por:
N —1—k
fxx(k)_ Zx(n)x(n+k) k=1--- P

» O erro minimo sera dado por
P
EMIN = r'xx(o)'l'Z:aerx(_k)
k=1

» Na forma matricial tem-se;:

Iﬁxx (O) rcxx (1) o rA'xx (P _1) 1 é(1) |
rcxx (1) rA'xx (O) o Icxx (P - 2) é(Z) _
_fxx (P _1) fxx (P _ 2) T Iaxx (O) | _é-(.P)_

o@D |
fex (2)

ﬁ)

G
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% A matriz de autocorrelacao € de Toeplitz, onde apresenta as seguintes
propriedades:

> E simétrica.
» Os termos da diagonal principal sao constantes.
» Solucao: algoritmo de Levinson.

Algoritmo de Levinson
1. Determine a funcao de autocorrelacao

N—-1—

Kk
Fx (K) Z% ZX(n)X(n+k) k=1--- P
n=0

2. Dados Iniciais:

A A 2
@ 1A
A 1~ A

1 (0) 1 (0)

(D) = -
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3. Estabeleca k = 2 e calcule:

4. Recursao de Levinson:

k-1
Froc (K)+ D~ Ay 4 (1P (k= 1)
=1

a (k) =- -
k-1

&y (i) = &4y (i) + & (K)a, (k—1)

Eg = b— ay (k)‘z]sk—l

5. Aumente a ordem do preditor —» k = k+1

6. Sek=P+1— FIM
Se k<P — VOLTE AO PASSO 4

=12,

k-1
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< OBSERVACOES:

> Se 0 processo é realmente auto regressivo de ordem P entdo a(j) =0

para > P.
> Se g,y = 0 entdo o processo consiste somente de sendides.

» N&o se recomenda o uso deste metodo quando se tem disponivel
poucas amostras do sinal.

» Quando da utilizac&o e vantajoso utilizar uma janela de dados tipo
Hamming ou uma outra qualquer diferente da retangular.

» No matlab tem-se as seguintes funcoes:
* Ipc.m
* |levinson.m

« prony.m
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Método de covariancia

% Como anteriormente, vamos admitir também que se tem disponivel N
amostras de um processo: x(0), x(1), ..., X(N-1) :

% A estimativa do erro quadratico médio de predicao é dada por:

N -1 p 2
. 1
§ = WZ x(n) +Zakx(n —k)
n=P k=1
“ Seguindo o mesmo procedimento anterior tem-se que:
| Cxx (1’1) Cxx (112) o Cxx (1’ P) I é-(l) | | Cxx (1’0) |
| e (20)

Cxx(21l) Cxx(212) Cxx(21 P) é(Z)

_Cxx(Pil) Iﬁxx(l:)iz) Cxx(P1P)__é(.P)_ _Cxx(P1O)_
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> C,(j,k) € conhecida como matriz de covariancia do sinal tal que:

_ 1 N2 | |
C Ky=——"-» x(n— Px(n=-k) :1,k=0,---,P
o (J:K) N_Pn;( Dx(n=k) :]
» O erro minimo sera dado por

P
EMIN = Cxx (O’O) - Zékcxx (01 k)
k=1

% Note que a diferenca em relacao ao metodo anterior esta no
estabelecimento dos limites da somatoria.

“* Neste caso a matriz de covariancia é simeétrica, mas os elementos ao longo
da diagonal principal ndo séo iguais.

% Um método eficiente para resolver o sistema é utilizar a decomposicao de
Cholesky, que sera visto a sequir.
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Algoritmo de Cholesky

1. Determine a funcao de covariancia

x(l J) _—ZX(H—I)X(n— J) 1, J =0,---, P
Decomposicao da matriz de covariancia em uma maitriz triangular inferior tal
que: C = VVT

2. Faca:
V(LD) = \/C (11)
3. Estabelecai=1
4. Calcule:
( i1 N 1/2
v(J,1) = Co (i, )= ) v(@i,Kv(j,kK)¢ :j=i+li+2,---P
(J.) = V(”)% oy 1) kZ( WK P )
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. Estabelecai=1+1

. Calcule:

-

-1
v(i,i) :<cxx(i,i)—2v2(i,k)
k=1

.

~N

'

J

1/2

. TESTE: se i < P entao volte ao passo 4.

Caso contrario:

. Calcule os valores intermediarios:

r

1
v(i, i)

onde: y(1)=

y(1) =

\

—Cyx (0’1)

v(11)

€

1-1
18 (0.1) = D v(i, k) y(K)
k=1

N\

4

J

i=2,3,-P
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9. Calcule os valores a,

1 ( P | A
a, = Y (k) - v(],k)a; ¢
k v(k, k) \ j:zkﬂ JJ
onde: ap = y(P) e k=P-1,P-2,--1
v(P, P)

10. Calcule o erro minimo de predicao:

P
emin = Cxx (0,0) + ZakC(O’ k)
k=1

11. Fim

< OBSERVACOES:

» Método bom para sinais com componentes senoidais.

» Mais lento do que o método anterior.
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Apéndice

Exemplos de Aplicagdo
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tom senoidal

frequéncia de amostragem: fa = 11025
ordem da analise: M =4

1 T T

45

40 ! ! I ! I

20 L Autocorrelacéo

-20 —

-40 l l | l |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

40 T T T T T

Covariancia
20 —

-20 ' i '
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000



trés tons senoidais

frequéncia de amostragem: fa = 11025
ordem da analise: M = 10
N =40

|

1 l | | l | l
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
50 T T T T T

Autocorrelacéo

1

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

50 T T T T T
Covariancia

_50 | | | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
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trés tons senoidais

frequéncia de amostragem: fa = 11025

ordem da analise: M =10
N =150

1 I I

0.5

0

-0.5

1 |

| |

0 20 40
50 T

60 80 100

120 140 160

-50 I

I
Autocorrelacéo

0 1000

50 T

2000

3000 4000

5000 6000

I

Covariancia

0 1000

2000

3000 4000

5000 6000
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sinal de voz

frequéncia de amostragem: fa = 11025
ordem da analise: M =10

1 1 ! I ! ! I

05 -

05 I 1 | 1 1 |
50 0 50 100 150 200 250 300 350
l l l |

I
Autocorrelacéao

.50 1 1 1 | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

50 T T ! I I
Covariancia

-50 1 1 1 | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

83



Interferéncia — 60 Hz

frequéncia de amostragem: fa = 1000
ordem da analise: M =12

1 T T T T T T T T
05 i
O —

-0.5 7

1 l | l l |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

40 T T T T \ T T T T
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Interferéncia — 60 Hz - DFT
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algumas aplicacoes

Y

Y

Y

FILTROS OTIMOS | | CODIFICACAO

DA VOZ

MODELAGEM
DE SINAIS

Y
Wiener

Kalman

LPC: linear prediction coefficients
Code-excited linear prediction: algoritmo
para reconhecimento de voz (1985)
Residual-excited linear prediction (1970s)

Multipulse linear predictive coding (1998),

para compresséao de video

|

LPC
CELP
RELP
MPLPC

|

Voz
Imagem
Geofisicos
Biologicos
Etc.

Controle
etc.

86



