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Processo de Poisson nao-homogéneo.

Definition. O processo de contagem {N(t), t > 0} chama-se
Processo de Poisson ndo-homogéneo com funcao de intensidade
A(t), t >0, se

1. N(0) = 0;
2. {N(t), t > 0} tem incrementos independentes;
3. P(N(t+h)— N(t) >2) =o(h),

4. P(N(t+h) — N(t) = 1) = A(D)h + o(h).



Processo de Poisson nao-homogéneo.

Ex. 1. Prove que
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Prova (Ross, Cap. 5.4.1). Seja t fixo.

P,(s) =P(N(t+s)—N(t) =n)
Po(s+h) =P(N(t+s+h)—N(t) =0)
= P( 0 eventos em (t,t 4+ s), 0 eventos em [t + s,t+ s+ h])
= P( 0 eventos em (t,t + s))P( O eventos em [t + s,t + s+ h])
= Po(s)[1 — A(t + s)h + o(h)].

Logo,

Po(s + h}z — Po(s) _ CA(t+ $)Po(s) + 0(:)

Pi(s) = —A(t + 5) Po(s)

=

s t+s
log Po(s) = / At+uw)du = / My)dy = Py(s) = e [mt+s)-m@)]
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Exemplo 5.24.

A chegada de clientes em uma loja forma um processo de Pois-
son com a seguinte intensidade: a intensidade comeca com 5
clientes por hora e aumenta linearmente até o maximo de 20
clientes por hora em 11 horas. Das 11:00hs até 13:00hs, a in-
tensidade € constante igual a 20 clientes por hora. E depois, a
intensidade diminui até atingir em 17 horas a intensidade de 12
clientes por hora. Qual € a probabilidade de que nenhum cliente
vai chegar entre 8:30hs e 9:30hs da manha? Qual € 0 niumero
médio de clientes durante este periodo?



Exemplo 5.24. Temos um processo de Poisson nao-homogéneo
com funcdo de intensidade A\(t) dada pela seguinte féormula

0, 0<t<8,
54+5(t—8), 8<t<l11,

A(t) =< 20, 11 <1< 13,
20— 2(t —13), 13<t< 17,
0, 17<t<24

e Mt) = X(t—24) para t > 24. O numero de clientes entre 8.30
e 9.30 tem distribuicao de Poisson com média m(9.5) — m(8.5).
Logo,

exp{— /9.5(5 +5(t — 8))dt} = exp{_/
8.5

1/2

3/2
/ (5 4 5t)dt = 10.
1/2

3/2

(5 + 5t)dt} = 10

€ O numero meédio é



Amostragem de processo de Poisson nao-homogéneos
(Ross, Cap. 5.4.1).

Quando a intensidade A(t) € limitada, podemos imaginar o pro-
cesso nao-homogéneo como uma inferéncia aleatéria de um pro-
cesso homogéneo. Seja X tal que A(t) < X\ para todos os t > 0.
Consideramos um processo de Poisson com taxa A. Supomos
que o0 evento que ocorre em instante t, vai ser contado com pro-
babilidade A(t)/A. Assim a nova contagem forma um processo
de Poisson nao-homogéneo com taxa A(t). O seguinte exercicio
prova essa proposi¢ao.

Para o novo processo

P(um evento contado ocorre em (t,t + h)) = A(t)h + o(h).



Distribuicao de S,, do Processo de Poisson nio homogéneo.

Seja S, o0 instante de tempo que ocorre 0 n-ésimo evento no
processo de Poisson nao-homogéneo. A funcao da densidade
dele pode ser obtida da seguinte maneira:

P(t<S,<t+h)=P(N@®) =n—1, um evento em (¢t,t+ h)) + o(h)
=P(N({t)=n-— 1)P(um evento em (t,t + h)) + o(h)
— m(®) [m(¢)]"~ o o
= ! IR [A(t)h-l- (h)] + o(h)
—m() [m(?)
(n—1)!

]n—l

= A(t)e h + o(h)

O que significa que

fs, (1) = Aty m@ O :

TEENE em que m(t)z/o A(s)ds.



Processo de Poisson composto.

Um processo estocastico X (¢) € chamado processo de Poisson
composto, se ele pode ser representado da seguinte forma:

N(t)

X@ =) v, t>o,
=1

em que N(t) € um processo de Poisson e 0s Y;'s sdo variaveis
aleatorias independentes, identicamente distribuidas, e também
independentes de N(1).



Processo de Poisson composto. Exemplos.
1. SeY;, =1, entdao X(t) € um processo de Poisson.

2. Supomos que N(t) € a chegada de Onibus para um evento,
e Y, € 0 numero de passageiros no i-ésimo Oonibus. Entao,
X (t) € o nimero de participantes do evento que chegaram
até o tempo ¢.

3. Supomos que a saida de clientes de um supermercado
forma um processo de Poisson N(t). Seja Y; quantia de
dinheiro deixada no supermercado pelo i-ésimo cliente. As-
sim X (t) € o quanto de dinheiro foi deixado no supermer-
cado até o tempo t.



Processo de Poisson composto. Média.

Calcularemos agora a média e a variancia de X (¢). Temos que

E(X(?)) =EEX(®) | N(®))).
Agora,

2 =)=l

Logo,
E(X(?)) = E(E(X(®) | N(t))) = E(N(#)E(Y1)) = ME(Y1).

E(X(t) | N(t) = n) = E(

-

) — nE(YL).



Processo de Poisson composto. Variancia.

Calculo da variancia baseia-se na seguinte formula (veja Capitulo
3, Ross): Var[X(t)] = E[Var(X(t) | N(t))] + Var(E[X(t) | N(¢)])

Var(X(t) | N(t) =n) = Var(

= Var(
Assim, obtemos
Var(X (t)) = E(N(t)Var(Y1)) + Var(N(#)E[Y1])
= MtVar(Y1) + (E[Y1])2 Mt
= M(Var(Y1) + (E[V1])?) = ME(Y?).

N(#)
Z Y | N(t) = n)
=1
=1

) = nVar(Y1).



Processo de Poisson composto. Exemplo.

Supomos que a chegada de familias em Porto Velho forma um
processo de Poisson com intensidade A\ = 2 familias por semana.
Supondo que 0 numero de pessoas em uma familia pode ser
igual a 1, 2, 3, 4 com probabilidades 1/6,1/3,1/3,1/6, respec-
tivamente. Qual € a média e a variancia do numero de pessoas
imigradas para Porto Velho durante cinco semanas?

Solucao. Seja Y; o numero de pessoas na ¢-ésima familia.

1 1 1 1 5

EK} :1‘_ 2'— 3-— 4._:_

(Yi) ct23+3.3+4. =2
1 1 1 1 43
E(Y2)=12.24902.2432. 2 442. = =2
(Y% st g3 o +4 =2

Se X(5) € o numero de pessoas que chegaram durante 5 sema-
nas, entao

E(X(5))=2-5-g=25 e var(X(5))=2-5.%3=§.
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