EQUACOES DIFERENCIAIS DE 2 ORDEM LINEARES2

1. COEFICIENTES CONSTANTES E HOMOGENEAS

Um caso especial importante, que pode, frequentemente, ser re-
solvido explicitamente é o de EDOs de lineares de 2* ordem a coefi-
clentes constantes

(1) y' +py +aqy = glz),
sendo p, g constantes reais e g funcao continua definida em um in-

tervalo I C R.

Consideremos inicialmente a equagao homogénea associada a (|1

(2) v +y +qy =0,

Vamos procurar solugoes da forma exponencial y(z) = e**.
Se Lly] = y" + py’ + qy, obtemos L(e**) = e**(a® + pa+ q) ¢,
portanto, y(z) = e* é solugao de (2) se, e somente se,

(3) o +pa+q=0,

que é a equagdo caracteristica associada a (3.

O polinomio p(x) = 22 + px + ¢ é denominado o polinémio car-
acteristico da equacao.

Temos tres casos a considerar, conforme a equacao caracteristica
tenha 2, 1 ou nenhuma solucao real, ou seja, seu discriminante
A = p? — 4q seja positivo, nulo ou negativo.
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( A >0.) Neste caso, a equagao (3)) tem duas raizes reais oy, ag
e, consequentemente, y1(x) = e’ e yo(x) = 2%, sdo duas solugoes
linearmente independentes (porqué?) . Segue entao do Teorema 4
da Introducao que a solucao geral da equacgao é dada por:

alx + 026&233

yn(x) = cre

( A =0.) Neste caso, a equagao (3) tem apenas uma raiz

real « = —p/2 e, consequentemente, yi(z) = €. é uma solugao

da equacao. Para encontrar outra linearmente independente, vamos

usar o "método da variacao dos parametros”, ou seja vamos procurar
outra solucao que seja da forma:

y(z) = C(z)e*™. sendo C(x) nio constante ( porqué nao constante? ).

Calculando, obtemos:

Lly] = C(a)L[e™ ]+C’< ) (20 +p) + C"(@)e"
C(z) -0+ C'(z)e"™ - 0+ C7(x) - ™)
=7 (z) - ),

Assim, teremos L{y] = 0 < C”(x) = 0. Podemos tomar, por exem-
plo, C(x) = x e obtermos duas solu¢des linearmente independentes

yi(x) = e e yo(x) = xe™

( A <0.) Neste caso, a equacao (3)) tem duas raizes complexas
conjugadas a1 = a + bi,as = a — bi.

Admitindo solugoes complexas teriamos, novamente que z1(x) =
e’ = ™ (cosbx +isenbr) e zo(x) = 2" = €™ (cos bx + isen bx).
Como queremos solucoes reals, usamos o principio da superposicao
para obter:
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y1(z) = % (z1(z) + 22(x)) = €* (cosbx) e
yo(x) = 2% (z1(x) — 22(x)) = €™ (sen bx)

sao duas solugoes linearmente independentes (e reais.)

Exemplo 1. Determine a solucao da equacao: y/ — 6yl +9 = 0,
que satisfaz as condicoes iniciais: y(0) =1, y/(0) = 2.

O procedimento adotado acima pode ser estendido para o caso de
equacoes de ordem maior. Vamos aqui considerar apenas um exemplo
que deve ser suficiente para ilustrar o caso geral.

Exemplo 2. Determine a solucao geral da equacao:
y© — 740 4 19y — 2546 4 16y — 4yr = 0.

2. COEFICIENTES CONSTANTES NAO HOMOGENEAS -
METODO DOS COEFICIENTES A DETERMINAR

Vamos novamente considerar a EDO de linear de 2% ordem a coe-
ficientes constantes (/1)

Lly] = y" +py' + qy = g(2),
no caso em que a fung¢do g tem uma das seguintes formas:
(1) g(x) = e* (forma exponencial).
(2) g(x) = ap + a1z + asx® + - - - + a,z" (forma polinomial).
(3) g(x) = M cosax + Nsen ax (combinacao de senos e cossenos).

Observando que o operador diferencial L leva funcoes de cada um
dos tipos acima em funcoes do mesmo tipo, parece razoavel procu-
rar solucoes da equacao que também seja do mesmo tipo. Vamos
considerar cada um dos casos separadamente:;
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Caso 1. g(x) = e**.  Procuramos solugoes da forma y = Ae™".
Temos:

Llyj=A [az +poz+q} e
Se o + pa + q # 0, entao
1
o +pa+q

Ly =e" = A=

Portanto, encontramos uma solucao particular da equacao nao ho-
mogenea da forma y = Ae®”, se a nao for raiz da equacao carac-
teristica.

Se « for raiz da equacao caracteristica (a®+pa+¢ = 0), nao pode-
mos encontrar solucao exatamente desta forma. Usando o método da
variacao dos parametros de maneira analoga ao que fizemos para
equacoes homogeneas, somos levados a procurar solugoes da forma
y = Axe™”, obtendo agora:

Lly] = Az [0® + pa + q] €™ + A [2a + p]le™ = A[2a + plJe™.
Se 2ac + p # 0, entao

1
200+ p

Portanto, encontramos uma solucao particular da equacao nao ho-
mogenea da forma y = Axe™”, se a for raiz simples da equacao
caracteristica.

Se a for raiz dupla da equacgao caracteristica (o + pa + q = 0)
e 2a + p = 0, nao podemos encontrar solucao dessa forma. Vamos
entao procurar solucoes da forma y = Ax2e®”, obtendo agora:

Ly =e" = A=

Lly] = Az® [@® + pa + ¢ " +2Ax [2a + p]le™ +2A4e™ = 2Ae"”,
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eLly] =e" & A=1.

Portanto, encontramos uma solucao particular da equacao nao ho-

mogénea da forma y = 122, se a for raiz dupla da equacdo

2
caracteristica.

Caso 2. ¢g(z) = ap+ajz+asr*+- - -+a,x”. Procuramos solucoes
da forma y = by + byx + box? + - - - + b,z".. Temos:

qy = qbo + gb1x + gbor® + qbsx® - - - + gb,_ 12" + qbpx".
py! = pby + 2pby + 3pbsa” + - -+ + (n — 1)pb,_12" ™% + npbyz" .
yl =2y +3-2bsx 4 -+ (n— 1)(n — 2)b,_12" 7 + n(n — 1)b,z" 2.

L[y] = qbo+pb1+2pbo+(gb14+-2pby+3-2b3) w+- - -+(qb,_1+npb, )z +gb,a"

Queremos L[y| = g(x). Comparando os coeficientes, obtemos:
(

qbn = Ap
qbn—l + npbn = Qp—1
qby_o+ (n—1)pb,_1 +n(n—1)b, =an_o

qb1 + 2pby + 3 - 2b3 = aq
| ¢bo + pb1 + 2pb; = ap
Se ¢ # 0, obtemos, da primeira equacao b, = %” e as outras

equacoes sao resolvidas recursivamente para obter os coeficientes
b(), bl, bg, < 7bn—1 de y.

Portanto, encontramos uma solucao particular da equacao nao ho-
mogénea da forma y = by + byx + box® 4+ -+ - + b2", se g # 0. .
Observemos que ¢ = 0 se e somente se 0 é raiz da equacao carac-
terfstica 2% + px + q = 0.
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Se ¢ = 0, o polinomio L[y| tem grau n — 1 e precisamos procurar
solugao da forma polinomio de grau n + 1. Como, neste caso, as
constantes sao solucoes da equacao homogeénea, nao precisamos in-
cluir o termo constante no polinémio) e procuramos entao solugdes
da forma:

y = (bo + bz + box? + - - - + bpa”) = box + bya? + boa® + -+ - +
b, 12" + byt

Entao teremos:

Lly] = pbo + 2pby + (gby + 2pby + 3 - 2b2)x + - - - + (gby_1 + (n + 1)pb,)z"
+ gbpz™™!
= pby + 2pby + (Qpbl + 3. 2[32)3; o4 ((n + 1)pbn)l’n

an
(n+1)p
ras equacoes sao resolvidas recursivamente para obter os coeficientes

bo, bl, bg, T ;bn—l de y.

Portanto, encontramos uma solucao particular da equacao nao ho-
mogénea da forma y = x (bo + bz + box® -+ bna:”), seq=0c¢e
p # 0. . Observemos que p = g = 0 se e somente se 0 é raiz dupla
da equacao caracteristica 2% + px = ¢ = 0.

Se p # 0, obtemos, comparando coeficientes b, = e as out-

Finalmente, se p = ¢ = 0, o polinémio Lly| tem grau n — 2 e pre-
cisamos procurar solugao da forma polinomio de grau n + 2. Como,
neste caso, as constantes e os polinomios de grau 1 sao solucoes da
equagao homogénea, nao precisamos incluir esses termos no polinomio)
e procuramos entao solucoes da forma:

y = z° (b0+b1x+b2x2 + - —i—bnx”> = bor +b12? + bo 4+ -+
b, 12"t 4 p g t2,

Agora, o coeficiente termo de grau n de Lly] = y/! serd (n+2)(n+
1)b, e
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b, = m e as outras equacoes sao resolvidas recursivamente
para obter os coeficientes by, b1, ba, - - - , b,—1 de y.

Portanto, encontramos uma solucao particular da equacao nao ho-
mogénea da forma y = 22 (bo + bz +box? -+ bnazn), seq=10
ep=q=0. Observemos que p = ¢ = 0 se e somente se 0 ¢ raiz
dupla da equacdo caracteristica z + px = ¢ = 0.

Caso 3. g(z) = Ae* cos fxr ou Be™sen fxr.  Os dois casos sao

semelhantes, vamos considerar apenas o segundo. Como e**sen fx =
e(a—kiﬁ)x_e(a—iﬁ)x)
5 podemos, passando para o campo complexo, proceder

como no Caso 1 para encontar as solugoes dos problemas: Lly] =
elatib)r ¢ Lly] = el@=8)7 o depois usar a linearidade do problema.

Se o + i3 nao for solucao da equacao caracteristica, encontramos
uma solugao particular da equagao nao homogenea Lly| = elotif)z
da forma y; = Ael®P)7 ¢ uma uma solucao particular da equacao
nao homogénea Lly] = el da forma y; = Ael®7¥* sendo
A= CET M + 1N um numero complexo.

Tomando a parte imagindaria de y; = (M + iV)(e™(cos fx +
isen Bx)) obtemos LM = Ne cos(fz) + Me**sen (Sz), obtemos
a solucao do problema real.

Se o + 10 for raiz simples da equacao caracteristica procuramos
solucao da forma Mxe™ cos(Bz) + Nxe* sen (Bz), e, Se av+ i3 for
raiz dupla da equacao caracteristica procuramos solucao da forma
Mx?e®® cos(Bx) + Nz2esen (Bx).

Observacao 3. O método pode ser estendido para englobar os
sequintes casos:

(1) Se g(x) for da forma (ag+a1x+- - - a,x™)e™” cos(Bx) ou (ag+
amx + - apx)e“sen(Bx), procuramos solugdes da forma
(bo+brz+- - - byz™)e™” cos(Bx)+(co+cra+- - - cpax™)e“ sen ()
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ou x(bo+bix+- - - bya™)e™ cos(fx)+x(co+cra+- - - cpa™)e* sen (Px)
ou 2% (bg+biz+- - - byx™)e® cos(Bx )+ (cotcia+- - - e, x™) e sen (B)

(2) Se g(x) for soma de termos das formas acima, procuramos
a solucao também como soma de termos das formas acima.

Exemplo 4. Encontrar a solu¢ao geral da equagao : yI — 2yl +
Yy = 2.

Neste caso, a equacao caracterfstica é: 22 —2x+1 = (x —1)? = 0,
que tem 1 como raiz dupla. Como 0 nao é solucao desta equacao,
procuramos uma solucao particular da forma y = Ax+ B (polinomio
do primeiro grau). Calculando, obtemos: y/ — 2y + y = —2A +
Az + B = Az + (B — 2A).

Comparando com o lado direito da equacao, obtemos:

Az +(B—-2A)=2r < A=2e B=4.

Portanto uma solucao particular da equacgao ¢ y, = 2z + 4.

A solucao geral da homogenea associada ¢ dada pelas combinacoes
lineares das solucoes; y; = €* e yo = xe®. Portanto a solucao geral
da equacao dada é dada por: Che* 4+ Coze” + 2x + 4.

O método pode ser estendido para equacoes de ordem mais alta.
Vamos ilustrar isto em um exemplo de ordem 3.

Exemplo 5. Encontrar a solugao geral da equagao : y/ — 6yt +

X

Iyl — 6y = 2ze™*.

Neste caso, a equacao caracteristica é: 22 —6x%+11z—6 = 0, cujas
raizes sao 1,2 e 3. Como 0 e —1 nao sao solucoes desta equacao,
procuramos uma solucao particular da forma y, = (Ax + B)e™™.
Calculando, obtemos:



EQUACOES DIFERENCIAIS DE 2° ORDEM LINEARES?2 9

y= Axe "+ Be
yl = —Azxe "+ Ae " — Be™®
yn = Aze " + —2Ae” " + Be™”
yn = —Axe " ++3Ae”" — Be™"
Substituindo na equacao diferencial e simplificando, obtemos;
—24Azxe™" + (26A — 24B)e” " = 251:6‘95 +0-e7,
de onde segue que A = —i e B=17 44 Uma solucao particular é
entao g, = —re ¥ — e~ 33. e a solucao geral é:

12356 144

1, —x 13 x 2z 396
sre " — e+ Cret + ce™t + c3e
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