TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE
TEOREMAS DE HEAVISIDE

* Expansdo em Fracoes parciais
a) Polos reais distintos
b) Polos complexos distintos
c) Polos reais repetido

*Solucdo de EDOs



MotivacAo 2

» Para terminar a solucao das EDOs que modelam sistemas dindmicos usando
a abordagem da transformada de Laplace (£/*]) € preciso calcular sua
transformada inversa (£7[*]) para voltar ao dominio do tempo para analisar
Qs respostas temporais dos sistemas.
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» No entanto, esta integral pode ser dificil de resolver, principalmente quando
F(s) € de grau elevado. Se F(s) for racional, € possivel fatorar o polindmio do
numerador e do denominador:

o+joo

F(s)estds

K(s+z)(s+z,)(s+zm) _ K [T (s+2z;)
(s+p)(s+p)-(s+p,)  [IMs+py)

» A forma mais facil de obter f(t) € expandir F(s) como uma soma de termos
simples e usar as tabelas de Laplace para obter f(t). Este processo é
conhecido como expansdo em fracoes parciais e baseia-se nos Teoremas de
Heaviside.

F(s) =

n = m para sistemas fisicos.



Polos reais e distintos
3

» A ideia éreescrever F(s) como uma soma de fracdes de primeira ordem como a seguir:

K(s+z)(s+2z)(s+zm) a4 a, a,
s+p)(s+p)(s+pn) (s+py) (s +p,) (s+py)
» Obs: polos: —py, —p2 = — pPn

F(s) =

residuos. ay, ay - ay,
Os residuos podem ser calculados pelo metodo do “cover-up” (encobrimento), como a seguir:
= oo Gt pol e SUERARRIRE (5 p,) || =
(s = —p1) (s =—p1)

Se:F(s)(s + p1)

a, = F(s)(s + pg)

(s = —px)



Polos reais e distintos

» Exemplo:

10(s+ D +3)(s+5) = o a, as a,
GI2G ol IR ) (s +6) G+ 7)
» Obs: zeros: —1,—-3,-5

F(s) =

polos: —2,—4,—6,—7
Os residuos podem ser calculados pelo método do “cover-up” (encobrimento), como a seguir:

a, = F(s)(s + 2) _10-1)(+1)((+3) _ -3
s=—2 (+2)(+4)(+5) 4
a, = F(s)(s+4) :_73
s=—4
asz = F(s)(s + 6) _~75
s=—6 4

“4=F(S)(S+7)| =139
s=—/



Polos reais e distintos

-3 —3 —75
10(s+1)(s + 3)(s + 5) 4 o 4 32

FO) = DG+ D6+ +D) 6+D 6+D G+6)  G+7)

—3+—3+—75+32
4(s+2) 2(s+4) 4(s+6) (s+7)

F(s) ==

Tempo frequéncio

Tabela de Laplace:

3 —at _ 75

= f(t) = —2e 2 — 2e74 — D6t 4 320700

Obs: Teorema do Valor Final;

lim f(t) =limsF(s) =0
t—oo s—0



Polos complexos conjugados:

» Apresentaremos este Teorema atravées de um exemplo. 6
» EXx..
G(s) 1 1 1
S) = = — - :
s3+2s24+2s s(s?+25s+2) s(s+1+j)(s+1—))
Separando em fragoes C C,S + C3
rcigis: G(s) =—+
PAlC s S%24+2s+2
1
Calculando ¢; pelo “enco- C1 = G(S)S|cen = — =
primentor : ($)sls=0 stt2st2ls=0 2
a 11 C2S+C3 =i
= G(S) 25 t S2+25+2

lgualando o numerador:
Cyr = —1/2

1
:>§(sz+23+2)+5(c25+c3)=1=>SZ(1+2C2)+S(2+ZC3):0:>{ co = —1
.



Ex.: Polos complexos conjugados:

/
. _11_1/25+1 \ : B T _ 1
W G(s) = - (S) T obs: TVF = tlirgzof(t) = él_?)’l(’)LSF(S) =5
e _1F 5+ 2 ]
d (S)_ZS S%2 4+ 2s+ 2

Criando fracdes parciais que existam na tabela disponivel:

111 ShEl

| ]_11 | s+1
2ls s2+2s+2 s2+2s+21 2|s (s+1)2+1 (s+1)2+1

L G(s)] l
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Pares de Transformadas de Laplace (Continuagdo)
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21 —at
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1 _tio. #
— g vigen (@ V1 — 21 — @)
\/1 — #2 n
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¢ :
1 —Cw, t V4 2
= n = t +
N 1 —5 & e sen(w, V1 — & () wrzl
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2
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3
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Ex.: Polos complexos conjugados:

1 .l
g(t) = o - (e 'sent + e ‘cost)

1
obs: TVF = tlimf(t) =



Polos reais multiplos
Ex.. p, multiplicidade 3: 10

C1 Co C3 Cy Cn

G(s) = + + + 7 AR
s+p) (+p)? (s+p)3 (s+ (s + py)
Os residuos dos polos disTin(Tos p%ldem ser CgiLCUdeOS peplé)s mé’rodospélrz’reriores. g

O residuo do polo mulfiplo de maior ordem pode ser calculado pelo “encobrimento”:

a) (s +p1)°G(S)s=—p, = Cc1(s+p1)* + (s +p1) + 3+ - (s + py)°
(s+pn) S=—p,

c3=(s+ pl)SG(S)ls:—pl
b) Na&o dd para calcular ¢, pelo “*encobrimento”:

2 | C3 eeoe o Cn 2
(s +p1) G(S)|s=—p1 =c(s+p) +et (s+p1) d (s+pn) (s +p1) S=—pq

(s + p1)3]} |s:—p1

d ; - d Cn
Para calcularc,: —[(s + p)3G()]l; _ = {201(5 ENCPRRIC) + — [(s+pn)

C; = % [(s + p1)?G ()], _ _p1



Polos reais multiplos
11

9 © = ;_:2 [(s + p1)3G(5)]|S e ({ch(s +p)+c, ++ [(S+pn) (s +p1) ]})

LG + P36l _ _pn

N | = cn

C1=

Formula geral para polo com multiplicidade k:

O (k- 1)

1] d
Cr—iiSim ldsl (s + P1)RG(S)]
S=—pi



Polos reais multiplos

. - 1 o &2 =
Ex.. G(s) = (s+1)2(s+2)  (s+1) T (s+1)2 = (s+2) 12
e 2 = : ™
az =G(s) - (s+2) ey ¥ (s + 1)2 S=-2
L + 1)? - : 3
a, = G(s)(s ) R (s + 2) -

d
@ = —[G()(s + 1)?]

_d[ 1 ] B 1
~dsls+2 S:_l_(s+2)2

s=—1 3=—1

tabela de Laplace (7)

| | | |
(s+1)2(s+2)_(s+1)+(s+1)2+(s+2)

G(s) =

L 1G(S)] = g(t)=—et—tet+e 2




Solucdo de EDOs [

X 48X +2x=4

massa, mola amortecedor sujeito

) a um degran, sem velocidade ivicial
CI = X(o)=>a X (0)=0 e partindo da posi¢do xo v
> L(x)z & X(3) — s x) -&970
> af(fjx): 3 () = 5[5)((5]— X, _7 G(S)=X(S)= 1
- 02,023(,():,3)((65 ) U(s) s?+3s+2
= 4 o
~ o - o 1% roosec
(5’2’+Ss £2)X©) = (s+3Dx + 4
S
—‘_> X(.S) = T T3 Xo & 1 U(s) Gs)
S +35+) .S'( s2+38 *+2) S X(s)
-4
TN
X(’t} - 'Z { J)(a + 059‘1 [ j nio +téwm vas tabelas!
— ~— / S— i - _-




Solucao de EDOs 14

S+3
X(.':':-) = o———Xo 4+ L
S"+35+2 s (s2+38 +.2)

Separavdo em frag¢des parciais:

XSz (= p B Ve, o = , o , = (1)
(s 1) S+2 = ( SH) ( &+2]
A - _st3 \ -2 A S¢3 Ry | ~ 1
s tL \-4 / s+1 |- g s*3572 |l o /Z. k/*(i)
1
A,C =4 = ns | 1
S(Sﬂ/) )—-_1 ) < S(s+4) —2 —-Z y,
b &
1 = _ ot
X('t)—"- ,ZXOﬁ —-)(oegt +1 __ez.{—_l_e
32 2
= -2t 151
P xd= € (aml) 4 € (¢ +1 €= transitério + RP

Sistema massa, mola, amortecedor super amortecido: ndo oscila.



Comandos de softwares:

Raizes do polindmio D(s): roofts (D)
Autovalores de matriz: Scilab : spec(A) Matlab: eig(A)

Residuos da FT G(s): Scilab: pfss(G) Matlab: residue (G)

Use o comando help na drea de trabalho para conhecer os
comandos . Ex. help eig

15



Exercicios para casa:

Achar as FTs e resolver as EDOs: 16
D 2§ +7k+3x=0  :x(0)=xg  x(0) =0
2) X+2x+7x=u+7u+ 5u  x(0)=2;x(0)=1;x(0)=9

para u(t)=1 u(0) =0; u(0) =0



