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Método dos Volumes Finitos: Acoplamento de Pressodes e
Velocidades em Escoamentos Permanentes

1. Introducgao
A equacao diferencial geral de transporte de uma propriedade
extensiva ¢ estabelecida nas aulas anteriores é dada por:

(g 2 (¢ V)=div (T grad ¢)+S, 0

Considerando que a propriedade ¢ corresponde ao campo de
velocidades u, v, w e admitindo um escoamento bidimensional,
laminar e permanente, tem-se as equacfes da quantidade de
movimento em x e y e a equagao da continuidade escrita a seqguir:
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Observa-se nessas equagdes que o gradiente pressao devido a sua
importadncia em grande parte dos problemas de engenharia é
destacado, ja que influi diretamente no campo de velocidades das
equacdes da quantidade de movimento.

A solugao das equacgdes (ll) apresenta dois novos problemas:

a) Os termos convectivos das equagdes da quantidade de
movimento contém quantidades nao lineares (por exemplo a
derivada em x de pu? ou de puv.

b) As equagdes estdo intrinsicamente acopladas porque cada
componente de velocidade aparece na equacao da quantidade
de movimento e na equagao da continuidade.

c) O gradiente de pressdo aparece em ambas as equacdes da
quantidade de movimento.

De uma maneira geral a pressao pode ser obtida como:

p=pT)
Escoamento incompressivel p = cte.

Se o campo correto de pressdes é aplicado nas equacdes da
quantidade de movimento o campo de velocidades resultante deve
satisfazer a equacao da continuidade.

Os problemas associados as nao-linearidades nas equacdes e ao
acoplamento dos campos de pressao e velocidade podem ser
resolvidos, iterativamente, através de um algoritmo. Primeiro
algoritmo proposto SIMPLE (Patankar e Spalding, 1972) Semi-Implicit

Method for Pressure Linked Equations.

The SIMPLE algorithm was developed by Prof. Brian Spalding and his student Suhas
Patankar at Imperial College, London in the early 1970s. Since then it has been extensively
used by many researchers to solve different kinds of fluid flow and heat transfer problems(ref.
Google)]

2. Staggered Grid

A figura abaixo representa uma malha bidimensional de um
escoamento com os valores de pressfes, expressdes em Pascal,
representados nos diversos nés da malha. A figura mostra também a
representacdo de uma célula computacional do dominio. Se as
pressdes nas faces e e w forem obtidas por interpolacao linear, pode-
Se escrever:



(pE + PP) _ (PP + Pw

0p  De—Pw _ 2 )_pE—pW

ox  Ax Ax 2Ax
Similarmente:

dp _ pn—ps_(pNerpp)_ (pPerpS)_pN—ps

dy Ax Ax 20x

Observa-se que a pressao no n6 P ndo aparece apos a interpolacéo
e ao aplicar os valores numéricos da malha resulta gradiente nulo
de velocidade, o que nao é uma condicéo fisica real.

Portanto se as velocidades forem representadas nos mesmos nos,
a influéncia das pressdes nao estara propriamente representada
nas equacgdes discretizadas da quantidade de movimento.

Solucgao — aplicagcao do método staggered grid: A idéia é avaliar
as variaveis escalares (pressao, densidade, temperatura etc) nos
pontos nodais ordinarios, mas calcular as componentes de
velocidade centradas nas faces das células. Neste caso, o arranjo
no escoamento bidimensional esta mostrado na figura:
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Na figura as variaveis escalares como a pressao sdo armazenadas
nos nos e , enquanto que as variaveis vetoriais, como velocidade sao

armazenadas nas faces das células — (arrow) — velocidade
horizontal, 1 (arrow) — velocidade vertical. Desta forma os VC para
u e v sao diferentes do VC para a pressao.

No arranjo de staggered grid os nds de pressao coincidem com as
faces das células dos VC de u e desta forma:

a_p _ bp — Pw
0x 6xy
Sendo 6x, é a largura doVv(,,.

Similarmente:
op _ Pp—Ds

ay 5y,



Sendo 6y, é a largura do VC,,.

3. Equacoes Discretizadas da Quantidade de Movimento

Usando-se portanto staggered grid observa-se que 0s nds escalares
estdo localizados na interseccao de duas linhas cheias e sao
identificados por letras maiusculas, no exemplo, ponto P na figura
identificado por (I,J) a E, W, N, S (I+1,J; I-1,J; I, J+1; I,J-1). As
velocidades u sao armazenadas nas faces das células e e w do VC
escalar (combinacio de letra minuscula e maiuscula exemplo i,J para
vC, e ljparaVvC,.

Pode-se expressar a equacao da quantidade de movimento de u para
a velocidade na posicao (i, J), como:

Prj — Pi-1
a; ju;; = Z AnpUnp — x| AV, + SAV,
u

Ou

a;ju;; = z AppUnp + (p1—1,] - pI,])Ai,] + bi,]

Onde: b; ; = SAV,, correspondente ao termo fonte
A;; , area da face da célula do Vv, a este ou oeste.

O gradiente de pressodes € obtido pela interpolagédo linear entre os
nos de presséo nas fronteiras do VC,,.

O termo ) a,,u,, representa a soma das vizinhangas E, W, N, S,
dadas em (i+1,J); (i-1,J); (i,J+1); (i,J-1).

Os valores dos coeficientes a; ; e a,;, podem ser calculados usando
os métodos de interpolacdo anteriores (como upwind e outros)
utiizados para problemas de conveccdo e difusdo. Esses
coeficientes contém uma combinacdo de fluxos convectivos e
difusivos.

Como apresentado nas aulas anteriores, para a discretizacdo das
equacdes de conveccao-difusao é conveniente a definicido de duas
variaveis:



F = pu — fluxode massa convectivo por unidade de area

r . . ,
D= 5. > Processo difusivo através das faces.

Os valores dessas variaveis nas células podem ser definidos como:

Fy = (,DU)W ; F, = (pu)e
I'w . _ Te
Dy = Sxwp ’ De = SXpE

Aplicando-se a notagao aos valores de F e D para cada uma das
faces e, w, n, sdo VCy:
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Analogamente para o VC,,:

arjVLj = Z AnpVnp + (pI,]—l - pl,])AI,j + bI,j

Aplicando-se a notacao aos valores de F e D para cada uma das
facese, w, n, sdoVC,:
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4. Algoritimo Simple

Basicamente € um método de tentativa e erro para o calculo das
pressdes em uma malha staggered grid.

Inicialmente SIMPLE admite um campo de pressao “chutado” p* As
equacdes discretizadas da quantidade de movimento sdo entao
resolvidas, obtendo-se o campo das velocidades u” e v, de acordo
com as equacgoes:

a; suty=Zagum+(Plry—2TpAi s+ big

*
41,0} =2auvi+ (93 1, DAL+ by

Define-se p, u, v como valores de corre¢do de modo que:

p=p +tp
u=u*+u
VEERVAERVA

Resulta portanto para a campo de correcdo de velocidade e de
pressao:

a; 3(u; 5 - u:}) = 2ty — Uns) + [(Pr1, 57— Pf-t,]) ~ (7 pf.])]Ai,]
“1,;(”1,,‘ - U}':j) = Zan.b(vab ~vg) + [(Pf,;—i ‘ﬁ?,}-z) = (P{.;“Pf;)]AJ,j

Ou:
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@, 3= Lbpthoy + DLy 7= I PA, 5
V= ’ ’ ’
URITEDY W @131 —21A;;
Os termos de correcéo das fronteiras sdo desprezados no algoritmo

SIMPLE, resultando para as correcdes das equagdes da quantidade
de movimento:



7=, {(pr1,7- 915
v =d1(P1 71— 1)

A. :
where d; ;= =7 and dr ;= if‘*’-
iy 814

Finalmente resulta aplicando a corregao:

Uig=ulg+d, 5 (pr 53— 11 7)

Upn), 7= US4y g+ df+1,](ﬁ£}“ﬁf+1,})
— ’
Uni+1 = Vi + A (P13 P71 1)

Substituindo os valores de velocidade corrigidos na equacao da
continuidade discretizada resulta:
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Esta equacao representa a equacgao da continuidade para a correcao

de presséo.
Onde:
ai1,J a1,y al,J+1 al,J-1 b’
(oDA)i+1y | (pDA)iy (pDA)j+1 (oDA)j (ou*A)iy -

pu*A)i+1y + pv*A)
—(pv*A)j+1
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STEP 1: Solve discretised momentum equations
8y Ul = Zatin+ (pty, - pY)) Au+ by
8y Vi) = LanVot (s - PL) A+ by

o

S‘IEPZ:Solvemsmoorrecuonequaﬁon
Bt P = Big s Bos s # Bor s Phrus s+ B3y Plug + By Pl + O,

.4
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STEP 3: Correct pressure and velocities
Pu =P+ Py
Yy =W+ o Ps s~ 2D
Vi =Vig+ dy (Pl - Bh)

P, u, v, ¢*

STEP4:SoNeaIIomerdiscretisadtransponequaﬁons
8P = Basbrrs+ BuriPuas+ By Pua + Bups P + Do

»

Convergence?

Yes
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