Lista 3 — Algebra Linear (LOB 1037) — Profa. Paula

Sejam U = (x1,y1) e ¥ = (x,,y,) vetores do EV real V = R?. Mostre que as operagdes
abaixo definem um produto interno em R?:

a. (U,V)=2x1x, +5y1y,
b. (U, V) = x1%; + X1, + X1 + 2Y1Y>

Considere o seguinte produto interno no EV real V = P,(x): (p, q) = agby + a1b; + a,b,,
em que p(x) = ay + a;x + ax? e q(x) = by + byx + b,x?%. Dados p; = 3 — 2x + x2,
P, =4 —3xep; =1—x? calcule:

a. (p1,p2)

b. lp.llellpsll

c. llpy +pall
P2

d. lp2 I

b b
Se M, = [le dﬂ e M, = [Z; dZ] sdo matrizes do EV real V = M(2,2), a seguinte

expressdo define um produto interno nesse V: (M;,M,) = a,a, + b1b, + c;¢c, + dqd,.

) 1 2 [0 2 )
Dados: Ml_[—l 1]eM2—[1 1],calcule.
a. (M;, My)
b. |IMq]l e ||M.]|
(o ||M1+Mz||
M, M,
S TR

No EV real V = P,(x), considere o seguinte produto interno: (p, q) = folp(x)q(x)dx. Para
p(x) = =2x + x% e q(x) = 3 + x, calcule:

a. (p,q)
b. llp()llellgx)ll
c. llp+qll
P a4
d o7 € Ta

Sejam 4 = (1,1,—2) e ¥ = (a,—1,2). Para quais valores de «, 1 e ¥ s3o ortogonais em
relagdo ao produto interno usual do R3?

Seja V um EV real com produto interno. Mostre que, se %,V € V s3o ortogonais, ent3o
I + 91?2 = ||1l|? + ||¥]|? (Teorema de Pitagoras).



7. Seja o conjunto B = {(1,1,1),(-1,1,0), (—1,—-1,2)}.

Mostre que o conjunto B é ortogonal em relagdo ao produto interno usual do R3. Esse
conjunto é base do R3? Justifique.

Obtenha um conjunto ortonormal de vetores, C, a partir dos vetores de B.

Escreva o vetor U = (1,2,0) como combinacdo linear dos vetores de B. Utilize o
conceito de projecao ortogonal.

Escreva o vetor ¥ = (x,y,z) como combina¢3o linear dos vetores de B. Utilize o
conceito de projecdo ortogonal.

8. Considere o EV V = C([—1,1]) das fungdes continuas em R no intervalo [—1,1], com o

produto interno definido como:

1
(f.g) = j FG)g()dx
21

Mostre que o conjunto {1, x, x?, ..., x", ...} ndo é ortogonal.

Mostre que f(x) = x e g(x) = x? sdo ortogonais. Verifique a validade do Teorema
de Pitagoras para essas fungdes.

Calcule a projecdo de x° em x. Faga um esbogo dos graficos de x° e proj, x°, no

mesmo sistema de coordenadas.

9. Seja o subconjunto B = {1, x,x% — %} do EV V = €([—-1,1]) das func¢des continuas em R

no intervalo [—1,1].

b.
c.
d.

Mostre que o conjunto B é ortogonal em relagdo ao produto interno
1
(f.g) = f FGO)g(0dx
-1

Obtenha um conjunto ortonormal de fungdes, C, a partir do conjunto B.
Escreva o polindmio g = 1 + x + x2 como combinacio linear dos elementos de B.
Escreva o polinémio p = a + fx + 8x? como combinagdo linear dos elementos de B.

10. Mostre que se (U, V) = (U, w),VU E V, entdo ¥ = w.

11. Mostre que se ¥ é ortogonal a Wy, ..., Wy, entdo ¥ é ortogonal a qualquer combinagdo linear

de Wy, ..., Wy.

12. Mostre que o conjunto de todos os vetores de EV real V com produto interno ortogonais a
um dado vetor ¥, {ii € V; (U, ) = 0} é um subespago de V.

13. A partirdo vetor v; = (1,1,0), construa uma base ortonormal do R3, em relacdo ao produto

interno usual.



14.

15.

16.

17.

18.

Use o processo de ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt para encontrar uma base ortonormal
do R*, a partir da base {(1,1,—1,0),(0,2,0,1),(—1,0,0,1), (1,2,3,4)}.

Use o processo de ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt para encontrar uma base ortonormal
do R3, a partir da base {(1,1,1),(0,1,1),(1,2,3)}.

Considere o conjunto S = {(3,0,1), (7,0,—1),(5,0,—5)}.

a. Aplique o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt ao conjunto S, obtendo assim
um conjunto S’

b. O conjunto S’ é ortogonal? Justifique.
S’ é uma base do R3? Justifique.

Considere as retas 7: (x,y,z) = t(1,2,-3),t e R e s:(x,y,2z) = (0,1,2) + t(2,4,—6),
t € R. Encontre a equacdo geral do plano ™ que contém as duas retas e uma base
ortonormal para esse plano. Complete essa base a uma base ortonormal de R3.

Seja {4, ..., U, } uma base ortonormal de um subespaco S de um EV real com produto

- - — 2 - .
interno V. Mostre que ||%]|? > Z}”:O|(v, uj)| ,V v € V (Desigualdade de Bessel).



RESPOSTAS

2) a)1s.
b) llp, Il = V14; llpsll = V2.
c) 5v3.
d)i-3x
5 5
3) a)4.
b) IM Il = V7; [IM, ]l = V6.
c)V21.
_ M, 1[0 2
)uMln v—[ ||M2||_«€[1 1]'
29
4) a)-;;
b) lIpll = IquI
c)—gx+§x2.
d) 9\/ﬁ+3\/ﬁx'
111 111
5) a=5.
7) a)E base.
_[(¥V3 V3 3 VZ V2 V6 V6 V6
e={35%) 559 -9
N — 5-— — —_— — —>
C)ungl Z 2_% 3;B:{b1,b2,b3}.
5 [(xty+z\ 3x+y-z\ 1 —x-y+z\ 1
d)v—( 2 1+( 4 )2+ 4 )b3
8) projxx5=;x.
9) b)C= {£ Loy, —YI0 | 30 2}
2 4 4
<) q =3P +P2 +p3 B = p1, P23}
)
d)p = (a+35)p+ B2+ O)ps.
13) B'—{(g vz 0), (—£,£ 0),00,1)}.
2 4 2 4 3 7
14) B'={(11, 10)( 333 1)'(—3'—5'—3'5
15) BIZ{(lll)( 3’3’ 3)'( )}
16) a)S’ = {(3,0,1), (1,0,—3), (0 00)}

b) Sim.
¢) Ndo. Conjunto LD.
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