Lista 3. Distribuicao Exponencial e suas Propriedades. (sexta 25/09/2020)
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Exercicio 1. Veja figura acima. Trés sistemas estdo representadas. Cada sistema A, B, C consiste em trés compo-
nentes. Um sistema funciona, se existe a passagem de esquerda para direita. Cads componente 7,7 = 1,2,3, tem a
sua vida 1til T; exponencialmente distribuida com respectiva taxa A;. Seja X 4, Xp, X¢ tempos de funcionamento dos
sistemas A, B e C respectivamente. Achar densidades de tempos de X 4, X5, X¢.

Solugao:
A. O tempo de funcionamento X 4 pode ser representada de seguinte forma:

X4 =min (T}, max (T3, T3)) .

Seja Z = max (T2, T3):
Fz(z) =P(Z < 2) =P(max (13,T3) < z) = P(Ip < 2)P(T3 < z) = (1 — e*A”) (1- e*)‘”)
=1= e—)\ga‘: _ e—)\gm + e—(>\2+>\3)$
Fx,(t) = P(Xa > t) = P(min (T1, 2) > 1) = P(Ty > DP(Z > 1) = 71" (€700 4 71— e= Qo)
Fx, (t)y=1- e~ Mttt _ o—(AitAa)t + e~ (QitAztAa)t

fXA (t) B (FXA (t))/ = ()\1 + )\2)6_(A1+)\2)t 4 ()\1 + )\3)6_(>‘1+>‘3)t o (}\1 + Ao + )\3)6—()\1+A2+)\3)t

B. O tempo de funcionamento Xp pode ser representada de seguinte forma:

XB = maX(Tl,T2,T3).

FXB (t) = P(XB S t) = P(max (Tl,TQ,Tg) S t) = P(Tl S t)P(TQ S t)P(Tg S t)
= (LM (L) (1 e )
=1— efht _ 67A2t o e*)\gt + e*()\1+)\2)t + e*(/\lJr)\g)t + 67()\2+)\3)t N ef()\1+/\2+>\3)t
Fxp(t) = (Fxy (1) = Me Mt 4 dge™ 2t 4 Age™ !
- (/\1 + )\2)6_()\1+>\2)t — ()\1 + /\3)6_(>\1+>\3)t — (/\2 + )\3)6_()‘2+>‘3)t
+ ()\1 + A2 + )\3)67(A1+)\2+/\3)t

C. O tempo de funcionamento X< pode ser representada de seguinte forma:
XC = min (Tl, TQ, T3) .
Pelo exercicio na aula sabemos que X¢ ~ exp(A; + A2 + A3), logo

oty = { AT ez
Xc -

0, t<O0.
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Exercicio 2. (Exercicio 18, Ross) Sejam X, Y independentes exponenciais com taxas A e  respectivamente. Definimos
variavel I, independente de X e Y

1, com probabilidade

A .
I A+
0, com probabilidade

H
A4 p’

definimos variavel Z

X,sel =1,
7 -
{—Y,seIZO;

Achar densidade fz(z) e fungdo de distribuigdo cumulativa Fz(z).

Solugao: E um caso de distribuicao mistura, condicionando Z pelo variavel I:

f2(2) = fz2(z | T = DP(I = 1) + fz(z | I = 0)P(I = 0)

A Iz e A 1%
= _— _ =X ——1(2>0 e I(z<0
fx(Z)AﬂLJrf Y(Z)A+u v (2> 0) + pe p (z<0)
Achamos a cumulativa
R ﬁ net¥dy, se z < 0;
Fz(2) :/ fz(z)dz = N o
- ﬁ + m/ )\e_kxdl', se z Z O,
0
a el? se z < 0;
B A+ p
- A
a + (1 —e¥),se 2>0.

Adp o A+p

Exercicio 3. Consideramos um correio com dois funciondrios. Suponha que trés pessoas A, B e C entram no
correio. A e B foram as primeiras atendidas e C ficou esperando. Qual é a probabilidade de que A estara no correio
quando B e C ja foram embora se

1. o tempo de atendimento de cada funciondrio é exatamente 10 minutos?
2. o tempo de atendimento é igual a ¢ com a probabilidade 1/3,i=1,2,3.7
3. o tempo de atendimento é exponencial com média 1/u?
Qual é a distribuicdo do tempo de espera da pessoa C se o tempo de atendimento dos funcionarios do correio
1. sdo independentes e identicamente distribuidos com a distribuigao exponencial com média 1/A?

2. sao independentes com as distribui¢oes exponenciais com parametros A1 e Ay para os funciondrios 1 e 2, respec-
tivamente?

Solugao:

1. Qual é a probabilidade de que A estard no correio quando B e C' ja foram embora se o tempo de atendimento
de cada funcionério é exatamente 10 minutos?

E ébvio que 0. A e B vao sair juntos e depois C vai ser atendido.
O

2. Qual é a probabilidade de que A estard no correio quando B e C' ja foram embora o tempo de atendimento é
igual a ¢ com a probabilidade 1/3,i=1,2,3.7



Seja T, Tp,Tc os temos de atendimento de A, B e C' respectivamente. A probabilidade desejada é

1\ 3
P(Ta>Tp+Tc)=P(Ta=3,T5=1,Tc =1)=P(T4=3)PTp =1)PTc=1) = (3) .

O

3. Qual é a probabilidade de que A estard no correio quando B e C ja foram embora o tempo de atendimento é
exponencial com média 1/u?

A probabilidade desejada ocorre somente quando 74 > T, o que ocorre com probabilidade 0.5. Dentro deste
evento precisamos T4 > T, o que pela falta de memoria ocorre com a probabilidade 0.5, entao a probabilidade que
procuramos € igual 0.25.

O

1. Qual é a distribuicao do tempo de espera da pessoa C se o tempo de atendimento dos funcionarios do correio
sa0 independentes e identicamente distribuidos com a distribuigao exponencial com média 1/\?

Seja X tempo de espera de C. Logo
Xc =T¢ + min {TA,TB}

J& sabemos que min {74, Tr} ~ exp(2)\) e soma de dois exponenciais independentes com taxas A e 2\ tem distribuigao
hypo-exponencial com a densidade

2\ Ae M — LZ)\e_z’\t =2 e M (1 — e_’\t) .

Fxe(t) = gr30e 22— A

O

2. Qual é a distribuicao do tempo de espera da pessoa C se o tempo de atendimento dos funcionarios do cor-
reio sao independentes com as distribuicoes exponenciais com parametros A\; e Ay para os funciondrios 1 e 2,
respectivamente?

De novo X¢ = Te +min {T4, T}, e sabemos que min {T4,Tr} ~ exp(A + A2) e T tem distribui¢do exponencial

com taxa A1 com a probabilidade /\1)_“_5\2 e tem distribuigao exponencial com taxa Ay com a probabilidade }\1’:_2)\2 . Entao

a distribuicao de X¢ tem a distribuicao da mistura de hypo-exponencial com a densidade

A1 A1+ Ao ot A1 —(x
t) = DY TEri L pep—— S VRED V) 1€ SR RS
Ixe® =375, (A1+)\2—>\1 e T v WO
Az AL+ A Aot A2 “(A1A
+ by CL . SN | (Ar+A2)t
AL+ Ao <)\1+/\2—)\2 2¢ )\1+)\2—/\2( ! 2)6
_ ﬁef)\lt (1 _ e*)\gt) + Aﬁ%efAzt (1 _ e*klt)
T e A1 '

Exercicio 4. X,Y tem distribuicao exponencial com taxas A, u. Seja Z = max{X,Y}. Achar densidade, fungao
de distribuicao cumulativa e esperanca de v.a. Z.

Solucao:
Fz(2) =P(Z < 2)=Pmax{X,Y} <2)=P(X <2)P(Y <2)=(1—e )1 —e ")
f2(2) = (Fz(2))" = Xe™* + pe % — (A + p)e= A=
o oo co 11 1
E(Z :/ z/\e_)‘zdz—i—/ zue MFdz —/ N+ p)e MWEgy = — 4 =~
(2) 0 0 a 0 ( 2 Ap Atp
O
Referéncias

[1] S.M.Ross Introduction to probability models. Ninth Edition, Elsevier, 2007.



