Lista 1. Distribui¢ao Condicional Caso Discreto. (sexta 11/09/2020)

Exercicio 1. A distribuicao conjunta de duas variaveis discretas X,Y é dada pela seguinte esquema: valores de X
$80 0,1,2 e valores de Y sdo 0 e 1. Sabemos que X dado que Y = 0 tem a distribuigio binomial B(2,p) (escrevemos
isso assim: X |Y =0~ B(2,p)) e X |Y =1~ B(2,1 —p), em que p é algum nimero em intervalo (0, 1).

1. Supondo que a distribuigdo marginal do Y é uniforme: P(Y = 0) = P(Y = 1) = 0.5, preencher a tabela da
distribuigao conjunta

Y\X|0|1]2
0
1

2. Achar a distribuicao de Z =2X +Y.

3. Achar as distribui¢bes marginais de X e Y. As varidveis X e Y s@o independentes?
4. Achar a distribuigao de E(Y | X).

5. Achar a distribuicao de Var(Y | X).

Solucao:

1. Supondo que a distribui¢ao marginal do Y é uniforme: P(Y = 0) = P(Y = 1) = 0.5, preencher a tabela da
distribuicao conjunta.

Usando a férmula de condicional P(X = 4,Y = j) = P(X =i | Y = j)P(Y = j) e utilizando anunciado
X|Y=0~DB(2,p)eX|Y =1~ DB(2,1—p) obtemos:

2 1 1
PX =0.Y =0) = P(X =0 | Y =0P(Y =0) = (2)°(1 - )%} = (1~
2\ | .1 1
PIX = 1Y =0)=P(X =1|Y =0)P(Y =0) = (; )p'(1 - p)'; =2(1 - p)5
2\ o ol 51
P(X =2Y =0)=P(X =2|Y = 0)P(Y =0) = () )p*(1 -p)’5 = p’3
2 0 21 91
PX=0Y=1)=PX=0|Y=1)PY=1= 0 (1—p)p§:p§
2 L1 1
PX=1,Y=1)=PX=1|Y=1)PY=1)= ) (1—p)p§:2(1—p)p§
2 5 ol ,1
P(X=2,Y =1)=P(X=2|Y = )P(Y = 1) = ) (1 - )5 = (1 - )5
Logo,
Y\ X 0 1 2
0 [(A-p?;[p0-p) | »*3
1 P’z [ Q-pp | 0-p73
2. Achar a distribuicao de Z =2X + Y.
Adicionando os valores de Z em selas da tabela (em vermelho)
Y\ X 0 1 2
— 7 ]
0 %\0 p(1—p)\2 1%>4
L] BN [ @-pp\3 | 505
construimos a tabela da distribuigao de Z:
Z| o |[1] 2 | 3 |4] 5
— 32 P 3 — 7
P ‘ a 2p) % p(l_p) ‘ (1—p)p ‘ % a 217)




3. Achar as distribui¢bes marginais de X e Y. As varidveis X e Y s@o independentes?

A distribui¢ao de Y j& é dada em anunciado: Y ~ B(3) (Bernoulli com probabilidade de sucesso 1/2). Pela tabela
acharemos a distribui¢ao de X:

Y\ X 0 1 2
0 (1—p)* 1 — >
RN
1 2 I (1_p)p 2 .
PP -p+t3|200-p) | PP -p+3
logo
X 0 I 2
Plp—p+s|20(0—p) [ PP —p+3

As varidveis ndo sdo independentes: isso vimos pelo anunciado — a distribuicdo condicional de X muda dependendo
do estado de Y. O que também pode ser verificado direto, por exemplo:

(1—p)* —P(X=0,Y =0)#P(X = 0)P(Y =0) = (pZ—p—f-;) %

4. Achar a distribuigdo de E(Y | X).

Sabemos que os valores de Y sao 0 e 1. Entao a distribuicao condicional de Y dado X = a é Bernoulli, com uma
probabilidade de sucesso P(Y = 1| X = a). Assim, a esperanga condicional é igual 4 P(Y = 1| X = a). Logo, os
valores de E(Y | X) sdo:

1
com probabilidade P(X = 0) = P’ —p+ 3

PY =1]|X=0)=
PY=1|X=1)= pl=p) _1 com probabilidade P(X = 1) = 2p(1 — p)
2p(1—p) 2
(1-p)*

e 1
PY=1X=2)= % com probabilidade P(X =2) = p* —p+ =
2

p? — 2
logo
2 1 (-p)?
BVITX) | et 2 il
P [p—p+3|20(0-p) [P —p+3
Observe a formula iterativa da esperanca, E(Y) = E(E(Y | X)):
5 SEARE ot
EEY |X)=—2 — (p?—pt=)+=-2001— S T (57 A
€V 10 = ot (P op g ) 2+ (P )
2 2
p (1-p° _1
et -p) + S = L e

5. Achar a distribui¢ao de Var(Y | X).
Com o mesmo raciocinio como do item anterior, logo escrevemos os valores com respectivas probabilidades:

fl (1—p)®
Var(Y | X =0)=P(Y =1| X =0)P(Y =0 | X = 0) = —2— - ——=2— com probabilidade P(X = 0) = p® —
p—p+3 p°—p+3
Var(Y | X =1)=P(Y =1|X=1)PY =0|X=1)=p(1—p)-( 2
2

(1-p) P>
Var(Y | X =2)=P(Y =1|X=2)P(Y =0|X =2) = — Z__. 5 2 com probabilidade P(X =2) = p*> —p+
p*—p+3 P —pty

ou em forma de tabela



(1-p)2p?

Var(Y | X) | iy p2(1 —p)?
P 12(0° —p+3) | 2p(0—p)

O

Exercicio 2. X7, X5 tém distribui¢do geométrica com paradmetro p e 1 — p respectivamente, X7 ~ Geom(p), Xa ~
Geom(1—p). X1, X5 sdo varidveis aleatérias independentes. Achar distribuigdo P(X; = k | X1+ X2 = n) e esperanca
E(Xl =k | X1 +X2 :Tl)

Solugao: Escolhemos, como a distribui¢do geométrica seguinte distribuicdo P(Y = n) = (1—p)" pparan =1,2,3,...
(ntimero de tentativas até o primeiro sucesso). Logo

P(X; = k)P(Xy =n—k 1—p)k-lp.pn—h-1
P, =k | X1+ Xp =n) = P =kPEa=n—h) 0 —p)” p-p” (1-p)
P+ Xz =n) it (L= p)Fp p i1 (1 p)
__ A=prprt A -ptptt (1—p)kpn* _ @1 —p)ttpntt
ROl I DY e (il (e L B Al Gt Ol
onde k=1,2,...,n—1en >2e usamos a férmula
n—1
1—.1'"_1
k_
Zx =T 1—2
k=1

Logo, pela definicao da esperanga, temos

2 _1 1_ k—1,n—k—1 9 _1
E(X; | X1+ Xo=n)= Zk P (1p>p)i)1 :pnl(p nlzk klnkl

1- (171’) k=1 k=1 p=1op

agora

d Tf k d (x—a" 1—nz" 1+ (n—1)z"

J— m = —_— =

do \ 7 de \ 1—= (1—1x)2 ’
obtemos

l—z 1—na" 14+ (n—-1)2" 1—na" 14 (n—1)a"
E X X X = = . —
(Xu [ X+ X =n) = 37— (1—x)2 i I—z)(1—2m 1) | _i,
O
Exercicio 3. X;, X, tém distribui¢do uniforme. X; é uniforme em conjunto {0,1,...,n}, quando X5 possua

valores {0,1,...,m}. Supomos, por exemplo, que n < m. Usando a férmula condicional (E(X) = E(E(X |Y))) achar
a probabilidade P(X; < X3). (Dica: usar seguinte representacdo para a probabilidade P(X; < X2) = E(l(x,<x,)),
em que | x, <x,) indicador do evento (X1 < X2): l(x,<x,) =1, se X1 < X, e l(x,<x,) = 0 caso contrério)

Solugao:
P(X; < Xa) =Y P(X; < Xy | Xy = k)P(Xy = k)
k=0
=Y P(X1 < Xo | Xo=k)P(Xa=k)+ D> P(X1<Xy|Xy=kP(Xy=k)
k=1 k=n-+1
J— 1 1 1 2 n—1 m—n
= — N PX1 <Xy | Xo=Fk)+ 1- i,
m—|—1 — (X 2 | Xo kzn:+1 m+1 m+1<n—|—1+n+1+ +n+1)+m—|—1
1 (n—=1n  m-n_2m(n—1)—n(n—3)

C(m+1)(n+1) 2 m+1  2m+1)(n+1)



onde usamos a formula )

Exercicio 4. A distribuigdo conjunta de X,Y € {0,1,...,n} é dada pela férmula

0, sex<y
p(wyy)—{ o sex>y

1. achar a

2. X,Y sao varidveis independentes?

3. qual é a distribuigdo de E(X | Y)?

Solucao: Aqui melhor escrever as probabilidades como a matrix (p(z,¥))z,y=0,1,....n-

1. achar a

non L n n+1)(n+2 2
ZZp(a:,y)Zza'uzw;a@“)“();)1:$a(n+1)(n+2)'

x=0y=0 =0 y=0

2. X,Y sao varidveis independentes?
N&o sao independentes: por exemplo 0 =P(X =0,Y =1) #P(X =0)P(Y =1)=a-na#0
3. qual é a distribuigao de E(X | Y)?

_ o . ST ) — ut
Observe, que X | Y = y tem distribuicdo uniforme em {y,y +1,...,n}, e o valor médio E(X | Y = y) = L.

Logo, a v.a. E(X | Y) tem valores

(n+1—y)a n+l-y

EX|Y =y = y+n com probabilidade P(Y = y) = _ ’

(n+1) n+1
onde y =0,1,...,n.
0
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