Exercicios - Calculo IV - Aula 9 - Semana
19/10 - 23/10
Séries de Taylor

Vimos que se uma série de poténcias converge e tem raio de convergéncia
R # 0 entao ela descreve uma funcao infinitamente derivavel. Mas e a
reciproca, isto ¢, dada uma funcao, é possivel escrevé-la como uma série de
poténcias?

Primeiramente, se a funcao é dada por uma série de poténcias, seus coe-
ficientes sao da seguinte forma:

oo
Teorema 1 Seja f(x) = ch(.ic — x0)" com raio de convergéncia
n=0

R # 0. Entao
f(”)(xo)

n!

Cp —

paran =0,1,2,3,....

Seja I um intervalo aberto da reta e xqg € I. Se f: I — R é uma funcao
infinitamente derivavel em I (de classe C*°) definimos a série de Taylor de f
em torno de x( por:




¢ denominada (por alguns autores) série de Maclaurin de f.

Assim se uma fungao é dada por uma série de poténcias (em xy), esta
série é a série de Taylor da funcao (em (). Além disso, toda funcao de classe
C* tem série de Taylor, mas nem toda tal fungdo coincide com sua série de
Taylor. A questao é que dada uma fungao de classe C* s6 existe uma série
de Taylor em torno de xy mas duas funcoes diferentes podem ter a mesma
série de Taylor em torno de xq.

Exemplo 1 As sequintes séries de Taylor (Maclaurin) convergem para todo

x € R e coincidem com as fungoes (exemplos importantes):

o0 n

x
(a) e* = Z g
n=0
o 2+l
(b) senx = Z(—l)”m (senx € uma fun¢do impar e s aparecem
n=0 ’

expoentes impares na sua série de Maclaurin.)

(¢) Derivando a série de Taylor (Maclaurin) de senx obtemos: cosx =
o0 2n

Z(—l)”(gm'. (cosx € uma fungao par e s6 aparecem expoentes pares na

n=0
sua série de Maclaurin.)

Exemplo 2 Na aula do Prof. Claudio Possani, ele mostrou o sequinte
exemplo de uma funcao cuja série de Maclaurin nao coincide com ela:

e 1/ se
fla) = { 7Y

0 sex=0

Tente calcular as derivadas de f na origem (vocé terd que fazer pela defini¢ao
de derivada). As derivadas de f de todas as ordens, na origem, sdo zero.
Logo s(x) =0, mas a fun¢ao nao € nula.

Sejam I um intervalo aberto daretae f : I — R uma funcao infinitamente
derivavel em I. Denominamos o polinomio de Taylor de f de ordem k em
xo € I, como sendo

f//(l,o)
2!

Piao(z) = f(x0) + f'(20) (2 — x0) + (x—20)*+-- -+ —O(x —xp)".
O resto de Taylor, ou erro, é dado por Ry, () = f(x) — Py .z ().
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Teorema 2 (Fdrmula de Lagrange para o resto de Taylor) Considere
I um intervalo aberto da reta e f: I — R uma funcdo infinitamente
derivdvel em I. Seja xo € I. Entdo para cada k e v € I existe T
entre x e xq tal que

B f(kH)(:f)(x _ xo)kﬂ
R () = (k+1)!

Exemplo 3 Seja f : [ — R de classe C* e xy € I. Se existir um nimero
real positivo M tal que |f*®(x)] < M para todo k e todo x € I, entdo
s(z) = f(z), ou seja, f(x) é a soma da série de Taylor de f em torno de xy.
De fato:

f(kﬂ)(:f) (x _ xo)kJrl |I _ x0|k+1
= P ()] = | Rpaa ()] = | /N
7(8) = Pr ()] = | R (o) G T
quando k — oo, lembrando que Py ., () € a soma parcial da série de Taylor.
S~ 2n+1
Decorre deste fato que f(x) = senx = ;(—1)"% pois | f¥)(z)] <

1.

Exercicio 1 Determine a expansao em série de Maclaurin de cada uma das
sequintes fungoes (sugestao: toda série de poténcias que converge a uma
fung¢ao num intervalo centrado em x = 0 deve ser a série de Taylor dessa

fungao):

a)cosv/r  b)senx®  c)zle”

Exercicio 2 Em cada caso estabeleca a série de Taylor no ponto xq indicado:
a) f(z) = senx, xo = m/4.
b)f(x) =1/x, xg=2.
c) f(z) =¢€", xyg=—3.

Exercicio 3 Determine uma série para Inx em poténcias de x — 1.

Exercicio 4 Obtenha o desenvolvimento em série de poténcias de f(x) =
V14 x em torno de O e indique o raio de convergéncia.



