Capitulo 6

Conceitos Matematicos
Fundamentais

Neste capitulo, sao apresentados conceitos fundamentais para o entendimento
da Teoria de Controle Hs,. Serdo revistos conceitos de Algebra Linear,
Topologia Geral, Espagos Métricos, Espagos Normados e Teoria de Operadores
Lineares.

6.1 Fundamentos Matematicos

Para se construir uma base mais rigorosa em teoria de sistemas lineares, é preciso que
conceitos até agora interpretados de forma mais intuitiva sejam colocados em uma base
matematica. Esta base é a algebra linear, através dos conceitos de espacos vetoriais (de
dimensao finita e infinita) e a anélise funcional. Todo sinal que entra ou sai de um sistema
de controle pode ser pensado como um elemento de um espago vetorial (de dimensao
infinita). Para que se possa definir o conceito de ganho de um sistema, entretanto, é
necessario se introduzir uma forma de atribuir uma medida a um sinal, o que é feito através
do conceito de norma. Da mesma forma, sistemas podem ser vistos como elementos de um
espago vetorial (também de dimensao infinita) e se pode atribuir uma norma (ganho) para
estes. Segue-se entdo nas proximas subsecoes a apresentacao destes conceitos formais.

6.2 Espacos de Banach

Definicao 6.2.1 (Espaco Vetorial Normado). Dado um espago vetorial V' (de dimensao
finita ou nao), uma norma é uma funcgao ||-|| : V — [0,00) que a cada vetor v € V associa
um nimero real positivo e tal que:

e |[v|| =0, onde a igualdade sé ocorre se v =10;
o llavl|=lal[[v], onde a € R;
o ||[vi+ vl < |[vi] + ||v2ll para qualquer par vi,ve € V (desigualdade triangular).

Um espago vetorial munido de uma norma é conhecido como espa¢o vetorial normado.
Exemplos de espacos vetoriais normados, de dimensao finita, sao:

Exemplo:
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e O espaco euclidiano R” com a norma definida por ||[v|s = /o7 + v+ + 02 =
VvTv, conhecido como norma 2, ou norma euclidiana;

e O espaco euclidiano R" com a norma [|v|, = {/[v1]P + [v2]P + -+ + [v,|P para
qualquer p inteiro positivo, ou ainda ||v|l.c = maxi<;<n |vi|, que & equivalente ao
caso para p — oo;

e Sendo C" igual ao produto cartesiano de n copias do conjunto dos nimeros com-
plexos (ou seja, o espago vetorial dos vetores complexos), podemos definir ||uly =
Vw2 + Jug2 4+ [up)? = Vufu, onde |u;| = /au; € o modulo do ntmero
complexo, e u’ = @’ é o conjugado Hermitiano;

e De forma similar, pode-se definir ||u|, para vetores complexos.

E sempre possivel definir a distancia d entre dois vetores em um espaco vetorial normado
a partir da norma da seguinte forma:

d(vi,va) = [[vi — val|, (6.1)
de maneira que todo espacgo vetorial normado é um espago métrico.
Exemplo: Para o caso de R?, tem-se que as bolas fechadas |[v|1 = 1, ||v|]2 = 1 e

|Iv]]so = 1 s@o representadas na Fig. Neste caso, vé-se que para o vetor marrom na
figura, tem-se que [|v][oo < [[V[2 <1 = [|v[1

<« [Ivll =1

-1

Figura 6.1: Normas dos vetores no plano

Definicao 6.2.2 (Sequéncia Convergente). Dado um espago vetorial normado (V)| - ||)
e uma seqiéncia {v,} de vetores neste espaco, diz-se que esta é convergente (e converge
para o limite v € V') se limy, o0 ||V, — V|| = 0.

Defini¢ao 6.2.3 (Sequéncia de Cauchy). Diz-se que uma seqiiéncia {v,} é de Cauchy se
limy, ;oo ||V — Vi || = 0.

Uma seqiiéncia de Cauchy nem sempre é convergente, apesar da distancia entre os
elementos sempre diminuir. E comum, em espacos de dimensao infinita, que uma seqiiéncia
de Cauchy convirja para algo que nao pertence ao espaco vetorial.
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Definicao 6.2.4 (Espaco de Banach). Por isso, diz-se que um espago vetorial normado
é completo se toda seqiiéncia de Cauchy for convergente. A todo espago vetorial normado
completo se dd também o nome de espago de Banach.

Todo espaco vetorial normado de dimensao finita é de Banach, como os que foram vistos
até agora. Os espagos vetoriais de dimensao infinita, por outro lado, sdo mais complexos.
Ao contrario dos espacos de dimensao finita, nem todo espaco vetorial de dimenséo infinita
possui uma base contavel a partir da qual qualquer elemento pode ser obtido por um
combinacao linear.

Definicao 6.2.5 (Espagos Separaveis). Os espacos vetoriais V' de dimensao infinita que
possuem uma base contdvel sGo chamados de separéveis, isto €, possuem um subconjunto
B contdvel e denso em V', de modo que qualquer elemento de V estd infinitesimalmente
proximo de algum elemento de B.

Exemplo: O espaco vetorial das fung¢des continuas e limitadas em um intervalo limitado
e fechado [a,b] com a norma || f|| = supcjqp ()], isto &, Cla,b], é um espaco separével.
De fato, qualquer funcao continua em um intervalo fechado pode ser uniformemente
aproximada por um polinémio de coeficientes racionais, e o espaco dos polindmios com
coeficientes racionais é contavel (esse € o teorema da aproximacao de Weierstrass).

Entretanto, costuma-se trabalhar em controle robusto com outras classes de funcoes
que, mesmo nao sendo continuas, representam mais adequadamente os sinais.

Exemplo: O espago vetorial das sequéncias (xo, z1, 22, -+ ) com norma dada por:
o] 1/p
[l = (Z Ifﬂi\p>
i=0

que é representado por £,[0,00), onde 1 < p < oo, € um espaco de Banach, assim como o
espaco £ [0, 00) das sequéncias cuja norma é ||X||cc = sup; |z;|.

Exemplo: Se T € R é algum sub-intervalo fechado dos reais, define-se o espaco vetorial
L,(T) das funcées complexas cujo dominio é T" e tal que:

151 = (/] !f(t)l”dt>1/p <. (62)

Este espago vetorial é normado com norma igual a ||f||,. No caso onde p = oo, esta
definicao é modificada para:

[ flloc = ess SuPteT|f(t)‘a (6.3)

onde esssup é o supremo essencial, que é o supremo da funcdo a menos de um conjunto
de medida nula (este conceito serd melhor explicado mais adiante). Podemos dizer entao
que este ultimo espaco é o das funcgoes limitadas.

6.3 Espacos de Hilbert

Defini¢ao 6.3.1 (Produto Interno). Dado um espago vetorial V', um produto interno é
uma aplicagao (-,-) : V x V. — C tal que:
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v,v) >

o (u,a1vy + agva) = a1 (u, vy) + az(u, va);

(

. <V,v>—OseesoseV—0
(

e (v,

u) = (u,v).
Os espagos vetoriais munidos com um produto interno sao chamados de espagos com

produto interno, e generalizam o conceito de produto escalar.

Defini¢ao 6.3.2 (Norma natural para produto interno). Sempre podemos definir uma
norma em um espago deste tipo, que é: ||v|| = \/(v, V).

Diz-se que dois vetores v,u € V sdo ortogonais se (v,u) = 0. Neste caso, vale ||v +
ull> = [[v[* + [u*.

Defini¢ao 6.3.3 (Espaco de Hilbert). Dado um espago vetorial V- com um produto interno
(-,-), se este espago for ainda um espag¢o de Banach (com a norma definida a partir do
produto interno), diz-se que ele é um espago de Hilbert.

Exemplo: Alguns exemplos de espagos de Hilbert so:
e O espago vetorial de dimensdo finita C™ tem produto interno dado por: (v,u) =

Drug + Doug + -+ + Tpup = Vi,

e O espaco vetorial de dimensdo nm das matrizes complexas C™*™ com produto interno
dado por (A, B) = trace (A'B), onde A, B € C"™™ e onde trace(---) ¢ o traco de
um matriz, que consiste na somatoéria dos elementos do diagonal principal;

e O espa(;o vetorial de dimensao infinita Lo(—00, +00) com o produto interno dado por

=/ F(t)g(t) dt, que é também separavel.

e O espaco vetorial das sequéncias f5(—00,00) com produto interno dado por:

oo
= Z ZiYi

1=—00

6.4 Matrizes e Valores Singulares

Espago vetorial é o conceito mais basico em Algebra Linear, e o leitor certamente esta
familiarizado com o espaco euclidiano n-dimensional R"™, ou seja, dos vetores com n
componentes.

Defini¢ao 6.4.1 (Transformacao Linear). Dados dois espagos vetoriais U e V, uma
transformacgao linear L : U — V mapeia cada vetor de U em um vetor de V, ou seja,
L(u) = v, e ainda satisfaz a propriedade de linearidade, isto é:

e L(u; +ug) = L(uy) + L(uz) onde uy,up € U
e L(au) =aL(u), a € R sao escalares.

Se V e U forem de dimensao finita (n e m, respectivamente), podemos achar bases para
estes espagos e representar os vetores por suas coordenadas nesta base, ou seja, podemos
trocar V por R™ e U por R™. Uma transformacao linear L : V' — U sempre terd entao uma
representacao matricial, de maneira que podemos pensar em I como uma matriz n X m,
que é também elementos do espago vetorial R™*™,
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6.4.1 Matrizes Quadradas

No caso particular onde n = m, tem-se que a transformacao linear mapeia vetores no
mesmo espago. Neste caso, podemos pensar que a matriz esté causando uma transformacao
no vetor que muda seu comprimento e orientacao.

Exemplo: Uma transformacao linear G : R3 — R3 muda entdo o comprimento, a direcio
e o sentido de um vetor tridimensional, como ilustrado na Fig. Dado um vetor v, se
G ndo muda a sua diregdo, ou seja, se G(v) = A\v, dizemos que este é um autovetor de G,
e A é o correspondente autovalor;

Se vi,vs,v3 formam uma base para R?, podemos montar a matriz V = [vi vy vs],
ou seja, a matriz quadrada de dimensao trés cujas colunas sao os vetores da base. Deste
modo, LV representa a transformacao dos trés vetores da base ao mesmo tempo. Podemos
pensar que V forma um paralelepipedo, e uma transformagao linear qualquer pode mudar os
tamanhos dos lados, os angulos entre os lados, bem como a orientagao espacial (mantendo
sempre a origem, que é um dos vértices, fixa).

Dentre as transformagdes lineares/matrizes em R?, existe uma classe que mantém todos
os angulos entre os lados iguais (ou seja, noventa graus) e o comprimento dos lados iguais
no paralelpipedo V. De fato, se fizermos o produto:

viv =vvT
teremos que o elemento (4, j) da matriz serd o produto escalar v;-v;. Em particular, temos:

Definicio 6.4.2 (Matrizes Ortogonais). Uma matriz O tal que OOT = OTO = T
representa uma transformagao que, aplicada a uma base ortogonal de vetores unitdrios
como a apresentada na Fig. (em azul) a transforma em uma base igualmente ortogonal
de vetores unitdarios. Essas matrizes sao chamadas de matrizes ortogonais.

De fato, se B = [e1, e, e3], temos que EET = I, de modo que a transformacdo
que preserva os comprimentos unitarios e angulos retos devem ser tal que OE(OE)T =
OEETOT = 00T = I. Tem-se também que det(O) = £1. E possivel mostrar que as
matrizes ortogonais, quando munidas da multiplicacdo tradicional de matrizes, formam
um grupo de Lie, conhecido como O(3). Essa propriedade ¢ importante porque quando
uma transformacao pertence a um grupo, ela sempre possui inversa.

Defini¢ao 6.4.3 (Matrizes de Rotagdo). As matrizes ortogonais tais que det(O) = 1 sdao
conhecidas como matrizes de rotagdo, que nos casos n = 3 representam rotagoes fisicas do
paralelepipedo.

O conjunto das matrizes de rotagao, munido com a multiplicagdo, forma um grupo de
Lie SO(3), que é um subgrupo de O(3). E interessante o leitor pensar no efeito causado
sobre o paralelepipedo por transformagoes ortogonais tais que det(O) = —1.

Se G for uma matriz qualquer em R™*" e fizermos GE (na base ortogonal), se det(G) =
0, entdo o conjunto de vetores transformados passa a ser linearmente dependente e nao
mais forma uma base. Se det(G) # 0, os comprimentos e angulos mudam, mas continua
sendo uma base.

6.4.2 Matrizes Retangulares

Para G € R™*™ nao se pode definir determinante e nem inversa. Uma base no espago de
partida pode até ser mapeada em uma base, mas essa base pode nao ser mapeada de volta
a uma base. De fato, se G : V — W, entdo:
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e =1e,|=|e,|=1

[f|=If,| =[f,=1
Gu

(a) (b)

Figura 6.2: (a) Transformacao Linear (b) Transformacao Ortogonal.

dimV = dimker G + dim ImG
Teorema 6.4.1. Se G é uma matriz simétrica real, entgo:
1. Todos os seus autovalores sao reais;

2. Para dois autovalores distintos, tem-se que os correspondentes autovetores sio orto-
gonais;

3. G ¢ diagonalizavel por uma transformagdo de semelhanca cuja matriz € ortogonal,
1sto é:

PGP =P'GgP ==
onde = = diag(&la T 7£n)

Definigao 6.4.4 (Matriz Definida Positiva e Semi-definida Positiva). Uma matriz real é
definida positiva se todos os seus autovalores forem reais e positivos. Ela € semi-definida
positiva se todos os seus autovalores forem positivos ou nulos.

6.4.3 Decomposicao em Valores Singulares

As matrizes GTG e GGT sao simétricas. Neste caso, para autovalores distintos, tem-se que
os autovetores sao ortogonais.

Teorema 6.4.2. As matrizes GTG e GG sio semi-definidas positivas.

Demonstrag¢ao. Se' V = [vy ---vy,] € a matriz formada por uma base de autovetores, tem-se
que GTGV = AV, onde A = diag(\,---,\,) € a matriz diagonal dos autovalores. Como
V' é ortogonal, entao:

wiw =vIcTav =vTiGTGv, ---GTGv,] =
=V uvi - Aava] = diag(Mi[lon]l3, -+, Anlloall3) = diag(llwil3, -, [lwall3) (6.4)
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Como ||vs]| > 0 sempre, entdo A\; = ||w;]|?/||vi]|? > 0.
|

Teorema 6.4.3 (Decomposi¢ao em Valores Singulares). Uma matriz real G € R™*"™ pode
ser escrita como:

G=UxvT, (6.5)

onde ¥ = diag(o1, -+ ,0p), 01 > -+ >0, e U e V sao matrizes ortogonais de dimensées
apropriadas. Esta formula é conhecida como decomposicao em valores singulares.

Demonstra¢io. Como VIGTGV = VIAV = VIGTGV = VTVA e como essas duas
ultimas matrizes sao diagonais, temos que GV é ortogonal, porém os tamanhos dos
vetores podem nao ser unitarios. Deste modo, podemos achar uma matriz ortogonal
U = [u; ---u,] de vetores coluna com modulo um que forma uma base do espago de
chegada, de modo que GV = UYX, onde ¥ = diag(o1,--- ,0p), ou ainda

G=UxvT, (6.6)

onde ¥ = diag(oy,---,0,). Pode-se ainda fazer uma transformacao de coordenadas de
forma que o elemento na diagonal principal da esquerda é sempre maior que os seus vizinhos
da direita, ou seja: o1 > -+ > oy, |

Pode-se dizer ainda que a base ortogonal de entrada V é transformda num conjunto de
vetores de saida U que também é ortogonal, porém os vetores nao sao unitarios.

Defini¢ao 6.4.5 (Dire¢oes de Ganho Méximo e Minimo). A primeira coluna de V', ou
seja vi sempre serd a direcao de entrada de ganho mdximo, cujo correspondente ganho é o
mator valor singular, ou seja, @ = o1. A essa dire¢cao de entrada corresponde a diregao de
saida de ganho mdzimo, que € a primeira coluna de U, ou seja, u. A iltima coluna de V,
ou seja v, sempre serd a dire¢cao de ganho minimo de entrada, cujo correspondente ganho
é o menor valor singular, ou seja, 0 = o,. A correspondente dire¢iao de saida de ganho
minimo é a ultima coluna de U, ou seja, Uyy,.

Corolario 6.4.1. Os valores singulares o; sao dados por:
o, =V
onde \; é o i-ésimo autovalor de GTG = GGT .

Demonstragdo. Vimos que VIGTGV = VIVA = A e VIGTGV = (UD)T(UY) =
YTUTUY = £7%, de modo que A = XY, Como ¥ = diag(oy, - ,0,) ¢ A =
diag(A1, -+, A\n), o resultado segue. [ |

No caso de G ser uma matriz quadrada, temos que V,U e ¥ também o sao. Deste
modo, podemos pensar que G a acao de G transforma a base V' em uma base U com os
vetores desta tultima tendo os comprimentos alterados segundo os ganhos de cada diregao.

Exemplo: Para o caso de G : R? = R?, ou seja, G quadrada de dimensdo dois, dado que
w ¢ um vetor no dominio (de entrada), temos que

w = V{[w; wo]
onde w? + w? = 1. Deste modo:

GV[w1 wQ]T = UE[wl wg]T = U[&wl sz]T = owji U] + cws U2
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Se elevarmos ao quadrado 31 e B2 e usarmos w? + w? = 1, chegaremos a identidade:

()2 -

o que indica que o conjunto dos vetores de comprimento um no espago de entrada é
transformado em uma elipse no espago de chegada. Na Fig. [6.3] tem-se um rerpresentagao
da transformacao G e as dire¢oes de ganho méximo e minimo. Neste caso, claramente
temos que 1 < g < 0.

Figura 6.3: Transformagao Linear e Valores Singulares

6.4.4 Matrizes Complexas

No caso de interesse para controle robusto, a matriz G sera complexa e fungao da frequéncia
w, ou seja, G(jw) € C™ ™. Matrizes deste tipo sdo transformagoes G : C" — C™, ou
seja, mapeiam vetores complexos em vetores complexos. Tais vetores tém parte real e
parte imaginaria, de modo que a dimensao dos espagos de vetores complexos é o dobro
dos correspondentes espacos de vetores reais. Entretanto, em vez de bases ortogonais, as
bases deverdo ser unitarias, ou seja, VVI = UU! = I, onde ()Jr representa o conjugado
Hermitiano, que é o conjugado (complexo) da matriz transposta.

Teorema 6.4.4. Seja G € C™*". Entao exristem matrizes unitdirias U € C™*™ e V €
C™ ™ tais que:

G=Uxvi. (6.7)
onde
30
=[5 0]
onde ¥y = diag(oy, -+ ,0p) e 01 > -+ >0, >0, com p € min{m,n}.

Podemos encarar uma matriz complexa como um sistema que transforma vetores de
entrada em vetores de saida, mudando direcao, médulo e fase.

Exemplo: Seja a matriz de funcdes de transferéncia representando um sistema com duas
entradas e duas saidas:

2.188 0
_ 524+6.9735+2.021
G(S) - —0.046735%—1.007s4+11.63 —1.0625+8.846 (68)

s1+13.8153+53.4152+65.71s+7.14  s2+10.835+20.82
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Usando-se a funcao sigma do MATLAB, é obtem-se o grafico dos valores singulares
em funcao da frequéncia, conforme apresentado na Fig. [6.4]

Singular Values

)
o
T

Singular Values (dB)

-80 [

-100 -

-120 Ll | MR | Lol il L
1073 1072 10t 10° 10t 10? 10°
Frequency (rad/s)

Figura 6.4: Valores Singulares da Matriz de G(jw)

onde o eixo das frequéncias esta em escala logaritmica, e o eixo vertical esta em decibéis.

6.4.5 Normas de Matrizes

Uma norma de matriz é uma norma de espaco vetorial tal que, além de satisfazer as
propriedades de norma qualquer norma, ainda satisfazem:

IAB| < [[A[ll| Bl

Exemplo: Dada uma matriz, para uma matriz complexa A € C"™*" podemos definir a
norma de Frobenius como sendo:

||| = \/trace (At A)

Ha véarias formas de se definir normas de matrizes, entretanto, as que tém interesse
aqui sao as chamadas:

Defini¢ao 6.4.6 (Normas Induzidas). Dada um matriz A € C™*" wma norma induzida é
uma norma definida a partir das normas de vetores (de entrada e saida) || ||, pela formula:

G
16l = max 1G4 o g, (6.9)
w0 lullp  Jlulp=1
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Ou seja, trata-se do ganho méximo que a matriz pode dar, o que ocorre para um
especifico vetor de entrada nao-nulo, que precisa ser determinado pela otimizacao.
Alguns casos especificos serdo bastante usados, como:

e Para p = 2, tem-se que ||G|l2 = 3(G), ou seja, o valor singular méximo é uma norma
de matrizes;

e Para p =1, tem-se |G|l = max; (>, |Gi;])
e Para p = oo, tem-se |G|l = max;(3_; [Gyj)

Como o espago das matrizes possui multiplicacdo, este é na verdade uma dlgebra
associativa (mais especificamente, uma dlgebra de Banach) [DP13]. Os seguintes resultados
sao validos:

o |GH|, < GlIplHllp;

o [Gull, < [[Gllpllullp-

6.5 Espacos de Sinais Escalares

Antes de introduzir estes espacos, € importante informar que sinais que diferem em um
conjunto de pontos de medida nula (ou seja, que ndo fazem diferencga no valor da integral)
sao todos considerados o mesmo sinal (ou de forma mais rigorosa, pertencem a uma classe
de equivaléncia de sinais para os para a qual a integral é igual)

Os seguintes espagos de sinais sao importantes para controle H:

1. Li(—o00,+00) & o espaco vetorial normado de dimensao infinita da classe de equiva-
léncia dos sinais tais que:

wmz/ s(8)] dt < 0o

—00
2. Ly(—00,400) é o espaco vetorial normado de dimensdo infinita (da classe de

equivaléncia) dos sinais tais que:

wm=(/rwww<m

—0o0

3. Loo(—00,4+00) € o espago vetorial normado de dimensao infinita (da classe de
equivaléncia) dos sinais tais que:

Islloc = esssupyeg|s(t)] < oo

onde o supremo essencial é o mesmo para sinais que diferem somente em um conjunto
de medida nula.

Definig¢ao 6.5.1 (Poténcia de um Sinal). Dado um sinal s(t), define-se a poténcia de um
stnal por:

T

Pot(s) = 1/ Jim 1/_ Is()[2 dt



E impotante frisar que Pot(s) ndo é uma norma. Algumas propriedades importantes
dos espacos de sinais escalares sao:

1. Se ||s]j2 < oo entdo Pot(s) = 0, o que define os chamados sinais de energia;

2. [|s|l2 = o0 e Pot(s) < oo definem os chamados sinais de poténcia;

3. [Islly < oo e [|s]loc < oo, entdo [[s]lz < v/[[s]loolls]l1 < oo

Podemos organizar os espagos de sinais como na Fig. [6.5]

Pot

Figura 6.5: Interseccoes dos Espacgos de Sinais Escalares

As fungbes/sinais nestes espagos nao sao continuas em geral, mas muitos sinais praticos
apresentam estas propriedades. Os espagos £,(T") sao espacos de Banach e, para p < oo,
eles também sao separaveis.

Exemplo: O sinal s(t) = (1 — e *)H(t), ponde H(t) é o degrau, ¢ tal que ||s||; = oo,
Isll2 =00 e [lsfloc =1

Exemplo: O sinal:

1
s(t) = Z(H() ~ H(t = 1)

é tal que |[|s]jy = fol ﬁ dt = 2 e todas as demais sdo co (inclusive Pot(s)).

6.6 Espacos de Sistemas SISO

Se considerarmos que um sistema LIT SISO é um bloco que transforma um sinal de entrada
u : T — R em um sinal de saida y : T" — R, este deve ser pensado como um operador
linear G : Ly(—o00,4+00) — L,(—00,+00) que, a principio, também pertence a um espago
vetorial de dimensao infinita. De fato, sabemos que a relagao entre entrada e saida em um
sistema LIT é dada pela convolucao:

y(t) = /00 g(t — Tu(r)dr = g *u, (6.10)

—00
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de modo que podemos pensar que a convolucao de g(t) (resposta ao impulso do sistema)
com o sinal de entrada u(t) corresponde a uma transformagao linear G. Como ¢(t) também
é um sinal, o espaco dos sistemas LIT é também de dimensao infinita.

Podemos entdo definir as normas de sistemas da seguinte forma:

Defini¢ao 6.6.1 (Ganho de Pico). A norma-1 de um sistema LIT SISO é uma norma
induzida que pode ser definida como:

1= sup Ml | latwla

0<lullso<oo Ulloo /o

e uma consequéncia desta defini¢ao € que ||y|oo < ||G|l1]|u]lco, ou seja, ||G||1 pode ser
pensada como um ganho de pico.

Definig¢ao 6.6.2. A norma-2 de um sistema LIT SISO pode ser definida como:

||G|rz—\// () dt = \/ [ ieaypa

pelo teorema de Parseval.

E possivel mostrar que ||y < [|G]l2]ull2-

Defini¢ao 6.6.3 (Ganho de Energia). A norma-oo de um sistema LIT SISO pode ser
definida como:

Gl = sup W2 oup, G (W)
0<|lullz<oo llu]l2

Pode-se mostrar também que Pot(y) < ||G||s Pot(u)

6.7 Computacao de Normas

Dado que um sistema com matriz de fungoes de transferéncia G(s) possui uma realizagdo
em espago de estados dada pelas matrizes A, B,C (a matriz D deve ser nula para que a
norma-2 seja finita) e sendo:

o0
L:i/ e BBT A" dt (6.11)
0
o Gramiano de controlabilidade, que satisfaz a equagdo matricial:

AL+ LAT + BBT =0 (6.12)

entdo, pode-se calcular a norma-2 por:

IGl2 = VOLCT (6.13)

Deste modo, basta resolver a equacao , que é linear, para encontrar L (para as
quais existem algoritmos eficientes) e calcular (6.13]).

Para o caso da norma-oo, nao ha férmulas explicitas nem algébricas para seu calculo,
0 que exige um processo de busca.

Considerando D = 0, seja:
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Definig¢ao 6.7.1 (Matriz Hamiltoniana). Dado um sistema LIT G com representa¢ao em
espago de estados (A, B,C), definimos a matriz Hamiltoniana como sendo:

H:[ A BBT]

~-cTc -AT
Deste modo, para se achar o valor de ||G||~, necessita-se do seguinte:
Teorema 6.7.1. |G|l < 1 se e s6 se H nao tem autovalores no eizo imagindrio.

Deste modo, para saber se |G|~ < 7, basta calcularmos os autovalores de:

oo A BBT
Y —’)/QCTC —AT

Exemplo: Se queremos saber se |G|l < 2, calcule Hy. Se ndo houver autovalores no
eixo imaginario, entdo ¢ verdade que 0 < [|G||oo < 2. Se queremos saber se 1 < |G| < 2,
temos que verificar se ||G|loc < 1, calculando os autovalores de H;. Se algum autovalor
estiver no eixo imaginario, entdo temos que 1 < ||G||s < 2 e assim por diante.

6.8 Normas de Sinais Vetoriais

O espaco Lg(—oo,oo), que e um espago de Banach, é o espaco dos sinais com valores
vetoriais da forma:

s(t) = [s1(t) s2(t) -+ sa(B)]"

= ([ g

finita, onde 1 < p < oo, onde ||s(t)||, é a norma do vetor s(t) para ¢ fixo, isto é:

Ccom a normas:

Is®)llp = (51 (OF + |51 + -+ [sn(@IP)> # [l

H4 ainda as fungoes/sinais com valores vetoriais, isto é, f : T C R — C", de modo que
este pode ser pensado como um vetor de n fun¢des. No caso onde p = oo, esta definicao é
modificada para:

Islloc = ess sup;er([s(t) oo (6.14)

De especial interesse sao os sinais vetoriais L}(—o00, 00), L§(—00,00) e LI (—00,00)

6.9 Espacos de Sistemas MIMO

Se considerarmos que um sistema LIT MIMO é um bloco que transforma um sinal de
entrada u : [—o00,4+00] — R™ em um sinal de saida y : [—o0,+0o0] — R”, devemos
representar este sistema como uma transformagao linear entre dois espacos vetorias, ou
seja, G : Ly'[—00, +00] = Ly[—00,+00]. Sabemos, da élgebra linear, que transformagoes
lineares entre espacos de dimensao finita sdo representados por matrizes, e que as matrizes
de um determinado tamanho também pertencem a espagos vetoriais. Como os espagcos
vetoriais de sinais Lj[—o00,+00] tém dimensdo infinita, é razodvel supor que os sistemas
LIT (que sao transformagoes lineares) também pertencam a espagos vetoriais de dimensao
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infinita. De fato, sabemos que a relacao entre entrada e saida em um sistema LIT é dada
pela convolucgao:

y(t) = /Ooo Gt — Tyu(r)dr = G x 1, (6.15)

de modo que podemos pensar que a convolucao de G(t) (resposta ao impulso do sistema,
que ¢ uma funcdo com valores matriciais) com o sinal de entrada u(t) corresponde a uma
transformacao linear L. Como G(t) também é um sinal, o espaco dos sistemas LIT é
também de dimensao infinita.

Para definir as duas normas mais importantes para controle robusto, precisamos falar
dos espacos:

e Ly (jR): espago de Hilbert das matrizes de fungdes de transferéncia n x m, que
tém produto interno:

1 o
(F,G) = 27r/ trace (FT(jw)G(jw)) dw, (6.16)
e cuja norma é entao:
1 [e.e]
|F|l2 = / trace (FT(jw)F(jw)) dw. (6.17)
27 J_»

Para que esta norma seja finita, é necessario que as funcoes de transferéncia sejam
estritament proprias.

e O espaco RLy™(jR) C Ly™(jR) € o subespago das matrizes de fungdes racionais
estritamente proprias e que nao tem poélos em jR.

o L3J"(jR), que é o espago de Banach das matrizes de fungoes de transferéncia G (jw)
com norma:

| Flloo = esssup,,ecra (F(jw)). (6.18)

e O espago RLyY"(JR) C Lad™ (jR) é o espaco das matrizes de funcdes de transferéncia
racionais e proprias e que nao tem poélos em jR.

6.10 Espacos de Hardy H; e H

Para definir os chamados espagos de Hardy, é necessario apresentar o conceito de:

Defini¢ao 6.10.1 (Fungao Analitica). Uma fungao f: S C C — C € analitica em zp € S
se [ for diferencidvel em zy e em alguma vizinhanga deste ponto. Ela € analitica em S se
for analitica em todos os pontos de S.

Uma fungao analitica em S pode ser representada unicamente por série de Taylor em
S. Da mesma forma, uma matriz de fun¢des complexas F' : § C C — C™*™ ¢ analitica se
todas as funcoes componentes Fj;(s) forem analiticas.

Teorema 6.10.1 (Teorema do Moédulo Maximo). Se f(s) € uma fung¢ao analitica nao
constante em um conjunto aberto e conexo S C C, entdo |f(s)| nao pode ter um mdzimo
em S':
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Este teorema é importante para nés porque as funcoes de transferéncia estaveis sao
analiticas no semiplano direito aberto. Deste modo, o teorema garante que o méximo do
modulo destas funcgdes nao pode ser no semiplano direito aberto.

Entretanto, os sistemas que estamos interessados fazem parte de subespacos. Mais
especificamente, estamos interessados nos chamados espac¢os de Hardy:

e 1y C Ly™(jR), que é o espago das matrizes de fungdes de transferéncia que sdo
analiticas no semiplano direito e tal que ||F|2 < co. O subespaco RHz C Haz € o das
matrizes de funcoes de transferéncia racionais, estritamente préprias e analiticas no
semiplano direito.

o Hoo C LJ"(jR) ¢ o espago das matrizes de fungoes de transferéncia analiticas
no semiplano direito e limitadas em jR. O subespaco RHo C Hoo € 0 espaco
das matrizes de funcoes de transferéncia analiticas no semiplano direito, racionais e
proprias (nao necessariamente estritamente propias).

Finalmente, cabe destacar algumas propriedades:
1. O espaco RH é fechado por multiplicacdo por escalar, soma e produto.

2. A norma Hy, do sistema F'(s) vale:

Yii2
(Flo=" sup 1Xl2,
0<lulla<oo [[T]]2

(6.19)

ou seja, esta norma representa o ganho méaximo de energia do sinal (que ocorre para
alguma direcao).
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