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Exercicio 4 - Lista 7 Extra

Seja (Xn)n>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes tais que
X, tem distribuicao binomial de pardmetros n e p,, 0 < p, < 1, onde
(Pn)n>1 satisfaz im0 n.pp = A\, A > 0. Mostre que X, converge em
distribuicdo para uma varidvel aleatéria de Poisson com pardmetro ).
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Exercicio 4 - Lista 7 Extra

Solugao
Usaremos o resultado:

lim P(X, = k) = P(X = k),

n—o0

onde X é o limite em distribuicao a ser determinado.

Temos

n

PO = 1) = () oh(0 = oo = L= ) =
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Exercicio 4 - Lista 7 Extra

HX”:k%:nw_l)ﬁ;;(k_lnﬂwﬂl—pﬁ”k=

Z(n ; 1)(” — (: — 1))/3'('7[3")[((1 - %)n—k

Observe que as k primeiras parcelas da expressdo tendem a 1 quando
n— oo.
Considerando que lim,_o n.pp = A, como lim,_oo(1 + 77)‘)” =e* eja
que n >> k, quando n — oo concluimos que
fAAk
lim P(X, = k)= =2 — P(X = k)

n—o0 k!

e, portanto X, DX~ Pois(\).
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Exercicio 1 - Lista 8 Extra

Qual a distribuicdo da varidvel aleatéria X se X tem funcdo caracteristica
©(t) = cos? t?
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Exercicio 1 - Lista 8 Extra

Solucao
Basta observar que:

—~

¥

N
0

1
— Ot
3 cos(0t)

e concluir que

os(0t) +

t) = cos’ t =

=

4

1

2
+

cos(2t) 1
5 = 5 0s
1) cos(2t) =
cos
4 4 ¢

1 1
+ 7 cos(2t) + = cos(

(08) + %cos(2t) -
cos(2t) + %cos(2t) =

t) = E[cos(Xt)]
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Exercicio 3 - Lista 8 Extra

3)Seja X, uma varidvel aleatéria com fungdo densidade de probabilidade
n n
fo(t) = ml(—l,%)(x) + ml(%g)(x)-

a) Obtenha a fung&o caracteristica de X, ¢n(t).
b) Calcule lim ¢,(t). O limite é uma fun¢o caracteristica? Justifique.
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Exercicio 3 - Lista 8 Extra

Solucao
A func3o caracteristica de X, é

1

(t) = / "M ity 4 /1 ity =
= 2 1) 1 2(n—1) -

n _% itx ! itx
2(n—1)(/1 e dx—i—/ﬁ e"™dx)
n . .t
m[slnt—sln(;)]

é possivel reagrupar os termos adequadamente para concluir esta tltima
expressdo (senos e cossenos com niimeros complexos).
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Exercicio 3 - Lista 8 Extra

No limite temos

lim ¢np(t) = lim (n—inl)t[sm t— sin(%)] =

n—oo n—oo

im " sint 1 sin(%)zl‘sint_o‘lzsint
nsoon—1 t n—1 t

t
n

Utilizamos um dos limites fundamentais do Cdlculo e limites bdsicos.
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Exercicio 3 - Lista 8 Extra

Sabemos que lim;_,o *2 = 1.

Contudo S"—rt‘t n3o estd definida exatamente no ponto t = 0, o que viola a
propriedade P1 (que diz ¢(0) = 1).

Portanto, ¢ ndo é funcdo caracteristica.
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Exercicio 3 - Lista 9 Extra

Seja (Xp)n>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes e

identicamente distribuidas com distribui¢do uniforme no intervalo (0, 6),
com 6 > 0. Prove que

Vn(In2X, — In0) -2 N(O, %)
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Exercicio 3 - Lista 9 Extra

Resultado util: Método Delta Seja (Y),),>1 uma sequéncia de varidveis
aleatdrias tais que

V(Yo = 1) =25 N(0,0?)
Se g é uma fungdo derivavel no ponto y, entdo

Vi(g(Ya) — g(1) -2 N(0, 0%’ (1)]?)

(Prova: ver Barry James)
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Exercicio 3 - Lista 9 Extra

Observe que E[X,] = g < 0o e que var(X,) = f—; < 00.
Como os X, sdo i.i.d, temos

= 0
EIX,] = ED] =
- var( Xy 62
var(Xy) = 57 ) = 1on
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Exercicio 3 - Lista 9 Extra

Usando o Teorema Limite Central (TLC), temos que

NI

)_<n - _n
. :\/37(2)9< ~1) -2 7z~ N(0,1)
2V/3n

Multiplicando a varidvel padronizada por % temos

2X

X 1
6” ~1) -2 n(o,

3)

Vn(
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Exercicio 3 - Lista 9 Extra

J& que fungdo g(x) = In(x) é derivével em x (claro: g’(x) = 1), pelo
Método Delta, concluimos que

ﬁ(/n(”g(”) — In1) = VA(In(2X,) — In(6) — 0)

Vi(In(2%;) — In(6)) 25 N(0, 5 &' (D) 2 N(o,
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