Mat 0234. Medida e Integracao.
IME-USP.Segundo semestre 2020
Lista de Integracao

1. Mostre que a definicao de integral de uma funcgao simples é independente de sua
expressao.

2. Teorema da Convergéncia Mono6tona (B. Levi, Lebesgue):
Sejam (X, A, ;) um espaco de medida e f, : (X, 4) — RT uma sequéncia nio
decrescente de fungdes mensuraveis nao negativas, £ € A.
Entao fE fndp — fE fdu
Observagao: para calcular o valor da Integral de uma funcao mensuravel a partir
da definicao, deverfamos examinar todas as funcoes simples ¢ < f. Mas o Teo-
rema da Convergéncia Monotona nos permite examinar apenas uma sequéncia nao
decrescente de funcoes simples, como as definidas na lista de fungoes mensuréveis.
Para mostrar a linearidade da Integral, também usamos este Teorema.

3. Mostre quese f, g€ M*tentdo [ f+gdu=[ fdu + [ gdu
4. Mostre quesef € Mt ec > Oentdo [ ¢ fdu=c [ fdu

5. Lema de Fatou: sejam {f,} fun¢des em M*. Entdo [(liminf f,) du <liminf [ f, du

—1
6. Aplique a desigualdade do Lema de Fatou para a sequéncia g, = (—) X[n ©
n
comente.

7. Mostre quesefe M*(X, A),E € Aafuncio de conjunto dada por A\(E) = [, fdu
¢ uma medida o-aditiva

8. Sefe M*(X,A). Entdo f=0 qtp u se e somente se [ fdu = 0. Observagdo: para a
demonstragao, o texto de Bartle usa o Lema de Fatou mas o texto de Folland nao.
Comente.

9. Desigualdade de Chebyshev: Se f € M*(X, A) com [ fdp < oo entdo [ fdu >
cp{z / flz) = c})

10. Se f,g € MT"(X,A), f integravel. Entdo f—g qtp p se e somente se [, f du =
Jp 9disVE € A
Solugdo: <) Se f integravel entao g integravel pela igualdade das integrais. Seja
B, = {f > g+ 3} Entao [, fdu > [p (9+3)dp = [ gdu+[g & dp.
Como an fdu = [ gdp por hipétese, e sdo finitas, podemos cancelar nos dois
membros para ter 0 > (&) u(B,). Logo u(B,) = 0. Agora B = {f > g} =
U® B,. E assim u(B) = 0. Da mesma forma consideramos C = {g > f}. E
segue o resultado. Note que B, inclui os pontos onde f = oo mas nao os pontos
onde g = oo porque a desigualdade ¢ estrita.
—)Seja A = {f # g}, Entio u(A) — 0. Togo [ fdu = [ f (x4 +
Xao)dp = [ f(xa)du + [ f(xa)dp = [ g(xa)dp + [ g (xac) du =
[ g du. Porque f (xa) = g (xa) = 0 qgtp e ja vimos que neste caso as integrais
sao 0. Também f (xac) = ¢ (xac) porque f e g sdo iguais em A°. Este raciocinio
valeVE € A.

11. Se [ fdpu < oo entao o conjunto {z/ f(x) = oo} tem medida zero.
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19.

Sejafe MT(X,A), X de medida finita, flimitada. Entdo [ fdp = sups simples,s < £y | ¢ dp =

Zn.f{w simples,p > f} f ¢ d:u

Sugestao 1: se M > f, M € R considere a funcgo g = M — f € M™.
Sugestao 2: use o Teorema da Conv. Monoétona e a sequéncia de fungoes ¢,, da lista
de Funcgoes Mensuraveis.

Seja a sequéncia ndo crescente {f,} de fun¢des em M™ com [ f du < oo . Entdo
lim [ f, du= [ f du. Este seria um Teorema de convergéncia mondtona para
sequéncia nao crescente.

No exercicio anterior, mostre que a hipdtese de que alguma f fn dp seja < oo para

algum n, é essencial. Sugestao: considere f,(z) = — Xin+oc) du.

Corolario Do Teorema: X C R™, A uma o - algebra e f, : (X,A) — RT ¢
f =227 fo Entéo [ fdp =737 [ fodp

Dem: sejam g,(v) = >_7_, fu(z). Entdo g, é uma sequencia monétona nio de-
crescente de fungdes em M+. Pelo Teorema da Convergencia Monotona, [ g,dp —

[ fdpou 30 [ fadp = [ 327 fudp.

Mostre que se f € M+ integravel, entdo [ fdu é absolutamente continua. Ou
seja dado € > 0 existe § > 0 tal que se E conjunto mensuravel e p(F) < 0 entao

fEfdu < €.

Sejam em (R, B, ;1) com 1 a medida de Lebesgue, as funcdes f, = x(0,n) que conver-
gem para [ = X(0,4+00)- O que acontece com o Teorema da Convergéncia Monotona?
1

E X(n,400) qUE
convergem decrescentemente e uniformemente para g = 0. Observe que [ g, du =
400, [ g dp=0. Como relacionar isto com o Teorema da Convergéncia Monétona?

Sejam em (R, B, ) com p a medida de Lebesgue, as fungoes g, =

1
Sejam em (R,B,u) com p a medida de Lebesgue, as fungdes h, = — x(.n) que
n

convergem uniformemente para h = 0. Mas [ h, du =1, e [ h du = 0. Como
relacionar isto com o Teorema da Convergéncia Mono6tona?



