Aula 09 - Variaveis Aleatdrias Discretas

Variaveis aleatdrias

Muitos experimentos = Resultados ndo numéricos

4

Transformar os resultados em numeros

4

Variavel Aleatoria

Definicao
Uma variavel aleatéria € uma fungao que associa, a cada ponto
pertencente a um espago amostral (£2), um dnico nimero real.

Consideremos o experimento lancamento de duas moedas nao viciadas e a
observacao das faces voltadas para cima.
O espaco amostral associado a esse experimento é dado por:

Ao ©
Plane/= (k. /e
Q = {(Cara, Cara), (Cara, Coroa), (Coroa, Cara), (Coroa, Coroa)}.

Seja, por exemplo@o nimero de caras e @0 numero de coroas

076( Possiveis resultados

Xy
oo %,05:%5 (Cara, Cara) 2, 0
= (Cara, Coroa) T

C&Cﬂ %e QS— %} i |
0

(Coroa, Cara)
Co 0/5”_4_5 :%_'(Cor@a, Coroa)
9 G050

discretas

variaveis aleatdrias ,
continuas

Variavel aleatdria discreta

Uma quantidade X, associada a cada possivel resultado do espaco
amostral, é denominada variavel aleatdria discreta, se assume valores em
um conjunto enumeravel, com certa probabilidade.

Variavel aleatdria continua |
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Variavel aleatdria discreta

Uma quantidade X, associada a cada possivel resultado do espaco
amostral, é denominada variavel aleatdria discreta, se assume valores em
um conjunto enumerdvel, com certa probabilidade.

Variavel aleatdria continua

Uma quantidade X, associada a cada possivel resultado do espaco
amostral, é denominada varidvel aleatdria continua, se seu conjunto de

valores é qualquer intervalo dos nlimeros reais, o que seria um conjunto
nao enumeravel.

Variaveis aleatdrias discretas

Um problema

Em 24 de marco de 2013 foi divulgado o resultado de uma experiéncia
realizada por um grupo de meninas da nona série da Hjallerup School, as
quais concluiram que a proximidade dos roteadores WiFi prejudica o
desenvolvimento de plantas (leia a matéria)

Disponivel em: <https://www.tecmundo.com.br/experiencia/48354-experiencia-mostra-
que-roteadores-wifi-podem-matar-plantas.htm>
Acesso em: 02 out. 2020.

Pégina 2 de LCE0212-Estatistica CA


https://www.tecmundo.com.br/experiencia/48354-experiencia-mostra-que-roteadores-wifi-podem-matar-plantas.htm
https://www.tecmundo.com.br/experiencia/48354-experiencia-mostra-que-roteadores-wifi-podem-matar-plantas.htm

Suposicdo
Desejamos verificar a validade do estudo de tais meninas e para tanto

iremos realizar um experimento com plantas de feijao.

@ S30 necessarios para um certo ensaio, 20 copos com ao menos uma
muda

@ Restricdo: 40 copos disponiveis e apenas 120 sementes

o SU p05|950p0rcentagem de g http:_f':-'abcnaw:go.coml_e’blogs_e‘technolog}f_-'2013_e'05:_-'can-rFijao, em

wifi-signals-stunt-plant-growth/

condicoes iguais as do ensaio, € de 3U%

Ideia: formar os copos com ao menos uma muda para verificar se a
proximidade do roteador prejudica o desenvolvimento da planta.

Quantos feijées por copo devemos
plantar para a obtecdo dos 20 copos
com ao menos uma muda?

A) Se forem utilizados 3 feijées por copo...

@ qual é a porcentagem esperada de copos com pelo menos um feijao
germinado? Com trés feijoes germinados? Com nenhum feijao
germinado?

@ qual é o nimero médio de feijoes germinados por copo?
@ dé uma ideia da variagao esperada do nimero de feijoes germinados.
@ qual é o nimero médio de copos com ao menos um feijao germinado?

Pégina 3 de LCE0212-Estatistica CA




B) Serd que n3o seria melhor utilizar quatro feijoes por copo e apenas 30
copos? Nesse caso,
@ qual é a porcentagem esperada de copos com pelo menos um feijao
germinado? Com trés feijoes germinados? Com nenhum feijao
germinado?

@ qual é o nimero médio esperado de feijoes germinados por copo?
@ dé uma ideia de variacao esperada do ntimero de feijoes germinados.
@ qual é o nidmero médio de copos com ao menos um feijao germinado?

Analise da situacao A

o

Seja G o evento germinar e G o evento n3o germinar.
(a) Construir o espago amostral associado a esse experimento.

(b) Calcular as probabilidades associadas a cada um dos elementos do
espaco amostral.

(c) Considerar\i(/a variévelgwgeigw e associar um
valor x a cada um dos elementos do espago amostral.

(d) Considerar Y a varidvel que associa o valor 0 ao resultado em que ndo
ha nenhum feijao germinado e o valor 1 aos resultados em que ha pelo
menos um feijdo germinado. Associar um valor y a cada um do
elementos do espaco amostral.

Resultados

Possiveis | Frobabilidade  x J8 472[3%7
56 pardd= gz I 2| fag
6G6 . @GRt L 5| gole
GGG Jr.03.07-0k¢ | L 4 = | a0
GGG 120703 <04 L [

GGG 07.42.0% g3 O O Y _1An]
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S(3( VetehT,(4 O =111 T~ L L
s 9742.0% 3% O O v W(;/S
G5 10707 G063) 3 | T
O @bs +
&6 q3.04.43+ Q,%Jj 2 s a0
SSe 47.0,3,03-0,0637 o {
Total 400
Conferindo...
Possiveis
Resultados Probabilidades x vy
GGG 0,343 0 0
GGG 0,147 1 1
GGG 0,147 1 1
GGG 0,147 1 1
GGG 0,063 2 1
GGG 0,063 2 1
GGG 0,063 2 1
GGG 0,027 3 1
Total 1,000
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Distribuicao de uma variavel aleatdria discreta

Damos o nome de distribuicdo de probabilidade (modelo probabilistico)
da varidvel aleatdria discreta X, ao conjunto de ponto (x;, P(x;)), em que
x; representa os diferentes valores da varidvel aleatéria e P(x;) a
probabilidade de ocorréncia de x;, satisfazendo:

P(x)>0) e

e Costuma-se adotar, também, a notacdo P(X = x;) para designar a
probabilidade da varidvel aleatéria X assumir o valor x;.

No exemplo dos feijoes:

X P(X=x) = P(x X | 44)
(X=v) = () AL
| dau
2 | (189
3 0 0d?
> 4L00
Total

Sendo assim...
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No exemplo com feijoes...

X P(X =x)=P(x)
0 0,343
1 0,441
2 0,189
3 0,027
Total 1,000
| 1 1 1 1
™ 0,4 4 -
Il
>
& 03 -
3
Z 02 -
=
S
S 01+ -
oy
|
T T | T |
0,0 05 1.0 15 2.0 2,5 30
Valores de X
No exemplo com feijoes...
x  P(X=x)=P() Qual é a porcentagem esperada de
0 0,343
1 0,441 copos
2 0,189 @ com trés feijoes germinados?
3 0,027 ¢
Total 1,000 OZ/ ?'/2

@ com nenhum feijao germinado?

7431

@ com pelo menos um feijao
germinado?

/‘h%(/g = GS/'?Z

Exercicio: Obter a distribuicio da varidvel aleatéria Y e um grafico que a

represente.
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Funcao de probabilidades

A funcao que fornece as probabilidades de ocorréncias dos valores que a
varidvel aleatdria pode assumir é chamada funcao de probabilidades

(f-p.)

Exemplo: A func¢ao de probabilidades da varidvel X = nimero de
feijoes germinados, é dada por:

P(x) = 3 0,3%0,7G%) para x=0,1,2,3.
X

Calcular P(0), P(1), P(2) e P(3) por meio da funcio de X/ YL“X’)@/
probabilidades.
Ae-gl= % . of. a¥ - q#3
oy 3
Pla-t)= 3l 03 07 = 32 q3.0%% 0¥
e Ll
Plx=a)- 3/ . a3% g% _ 0/
2 {( -

vp/)érj/: . /3;/ ,0/354 Q(\;O :O/JOOZ;L

Mas...
Qual é o nimero médio esperado de feijoes germinados por copo?

Valor médio ou esperanca matemdtica de X

Dada a variavel aleatdria X, assumindo os valores xj, x>, ... com as
respectivas probabilidades P(x1), P(x2), ..., chamamos valor médio ou
esperanca matematica de X ao valor:

px = E(X) = Z xi P(x;).
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No exemplo com feijoes...
Calcular o valor médio ou esperanca da variavel aleatéria X.

X P(X =x)=P(x) xP(x)
0 0,343 ()

1 0,441 044/
2

0,189 031
3 0,027 048]
Total 1,000 Q 4}0{/

Interpretacdo: Espera-se, na observagao de um nidmero grande de copos,
obter um nimero médio de 0/@ feijoes germinados por copo.

&/

Exercicio: Calcular o valor médio ou esperanca da varidvel aleatéria Y.

Valor médio ou esperangca matematica de uma fungao de X

Dada uma variavel aleatéria X, assumindo os valores x;, x>, ..., com as
respectivas probabilidades P(x1), P(x2), ..., chamamos valor médio ou
esperanca matematica de uma funcao h(X) ao valor:

E[(X)] = 3 h(x)P(x).

Exercicio: Calcular:
@ o valor médio ou esperanca da funcao 3X - E(é{/ro(,?
@ o valor médio ou esperanca da funcido X? - é{{f/z |4
@ o valor médio ou esperanca da funcio (X —0,5)? = a79

[ f}f ;u/(i«'/

@ o valor médio ou esperanca da fungio (X — ux)? _ 943
Q@ E[|IX — puxl]

SO ; i
PX=x)=PC) xPC)__ T FLx/  K2Hg (K] 7y

0,343 d

V
can G4l ()3 G94l

~ o~

) = O x
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0343 (U
4

0 g /
1 0,441 0441

2 0,189 675? g\%ﬁ;é/ g%ﬁ

3 0021 081 h245 0243

Total 1,000 oY 77 /’ll 149 463

Observacdo: Sejam a e b duas constantes quaisquer e h(X) = a + bX,

entao
A
Ea+bX) = 3 (a+bX)P(x)

" _
g(@fé)(/ - Z [aP(x;) + bxiP(x;)] 2 V()C/

I

=Q, + é(;@ = ZBP(X;)-I-be;P(x,-) Z}LZW&

6(57“3(/: 5{, ECY/ = EZ,-: P(xi) + bZX;P(x;)
\m = a+ bE(X)

Exercicio: Calcular E(30X), E(10 + X), E(1 —2X) e E(X — 11x)

E(30x(= 30El)- 30,09 = &7
(100~ 10 +E(-10+08 =101
e(i-2x|= L -2€({-1 -2, q71= -0 8
E(X -y = ey - }W - 09-99 =00

Il

Variancia de X

Dada a variavel aleatdéria X, chamamos de variancia de X ao valor médio
ou esperanca da funcio (X — ux)?,

ok = Var(X) = E[(X — ux)?].

Automaticamente ficam definidos o desvio padriao e o coeficiente de
varicao da varidvel aleatéria X, dados respectivamente por:

crx:\/c;rf( e CVX:IOOXZ—X.

— r 7 oo T Nr> IN f\’Z ~l . ﬂ/ﬂ /)ﬁQ,?\.
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v [hx
€ [ peput 1= 060 20 dy-I0- 0703
r- 1063 = 0181 ol et

\\

Exemplo: Calcular para as variaveis aleatérias X e Y a variancia, o desvio
padrao e o coeficiente de variagao.

Observacao:
ox = Var(X)=E[(X — ux)?]
E(X? — 2Xpux + k)

= E(X?) = 2E(X)px + 11k
= E(X*) - 2#x+ﬂx

= E(X?) -k

= E(X?) - [E(X)]

Variancia de X

Férmula mais pratica para o célculo da variancia de X:

o2 = Var(X) = E(X?) — [E(X)]z.

Exemplo: Recalcular a variancia de X utilizando a féormula mais pratica.

X P(X =x)=P(x) xP(x) x%P(x)

0 0,343 0 0

1 0,441 0,441 0,441

2 0,189 0,378 0,756

3 0,027 0,081 0,243
Total 1,000 0,900 1,440

0~ a4~ (29)° - e
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Exercicio: Refazer todos os cdlculos considerando 4 feijoes por vaso e
responder a sequéncia B) de questdes iniciais.

Funcao de distribuicao acumulada

Dada a varidvel aleatéria X, chamaremos de funcao de distribuicao
acumulada ou simplesmente funcao de distribuicao a funcao
F : R — [0, 1] definida por:

F(x) = P(X < x).

Exercicio: Calcular para a varidvel aleatéria X = nimero de feijoes
germinados,

o F(0)=P(X <0)= (43 o F(3)=P =1(0)
/

Pl Flx) = &)

X
0 Q93

. G % F{ig/-+ce 15 9754
il

o2

/
7

A4

A funcao de distribuicao acumulada da variavel aleatdéria X = nimero de
feijoes germinados é dada a seguir, bem como o grafico que a representa.

(0,000 para x <0
0,343 para 0<x<1 o
F(x)=14¢ 0,784 para 1<x<?2
0,973 para 2<x<3
1,000 para x >3

Fx)
08

04

0.0
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Variaveis aleatorias Discretas

Maioria dos problemas = Poucos modelos basicos

U

Verificar as suposi¢oes do modelo

Distribuicao de Bernoulli

Experimento: O departamento de Entomologia e Acarologia da
ESALQ/USP realizou um experimento para verificar a eficicia de uma
nova substancia no controle de determinada praga. Um grupo de 30
insetos foi submetido a nova substancia e, depois de um determinado
periodo, foram avaliados. Tomando-se ao acaso, um inseto do estudo,
verifica-se se este esta vivo ou morto.

Variavel aleatdria X: mortalidade.

= 1 se morreu

= 0 se nao morreu

Algumas pressuposicoes:
@ E realizada apenas v repeticao do experimento;

@ Apenas dois resultados possiveis: morreu ou nao morreu.
6(*% = ijo“/(r/
ey-T

Evento M = {O inseto morreu}

PIM)=nr  P(M)=1-m.
i) 72 Hld
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e% %J(x/

Distribuicao de probabilidade: ({C

Resultados  x P(X = x) '(//()// ol ()d

M 0 1-—7m aQ 0
M 1 T m I
Total (1l-7m)+7m=1 T T

Portanto, a variavel aleatéria X: mortalidade, tem distribuicao de

Bernoulli.
Von (/> ElC/-LENT =T - 7= (1)
A fun¢ao de probabilidade de uma varidvel Bernoulli é dada por:
P(X =x)=7"(1- W)l—x. J
Logo, . .
pox=0)=T".0-7) _ 1o

P(X=1)=1", (l\ﬂ’}o =T

Média
1
E(X) = ux =ZXP(X:X)=O>< (1-m)+1xm=nm.
x=0
Variancia
Var(X) = 6% = E(X?) — [E(X)]* =7 — n® =#(1 - 7)

Logo, o desvio padrao de uma varidvel aleatéria com distribuiciao de

Bernoulli é dado por:
ox = /(1 —m).
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Exemplo: Um grupo composto por 10 pessoas ingeriu uma determinada
bebida calmante, 6 afirmaram sentir-se melhor e mais calmos apés um
determinado periodo. Escolhe-se, ao acaso, uma pessoa desse grupo. Seja
X = "aprensentar-se mais calmo”. Verifique se € um ensaio de Bernoulli.

Determinar a P(X = x), calcular E(X) e Var(X).

X Jogrumlan-1, i, colre

T- 96 (1-v/- g8 e(1/=<Aif
m N - £t [t
J a0 %] pe
D 4 4 -2ty
X 40 g6 G

g R <jWWEWl L (o e

gl = A1) - O =T
V(= €l -Cal] =6 = 96" = t6(1-9s )= 5.0
= {Wly) = [ = 089 =t

Distribuicao binomial
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Experimento: Verificar se dois insetos submetidos a nova substancia
permaneceram vivos ou morreram.
Pressuposicoes:

@ o fato de um inseto morrer, ou ndao, nao tem influéncia no fato de o
outro inseto morrer, ou nao, ou seja, as mortes sao independentes;

@ a probabilidade dos insetos morrerem é a mesma, igual a 7.

@ sé hd dois resultados possiveis para cada inseto: morreu ou nao
morreu (ensaio de Bernoulli); e

@ existem duas repeticoes.

Variavel aleatdoria X = nimero de insetos mortos.

Resultado  Probabilidade  x Distribuicao de probabilidades
MM T 2
MM (1l —m) 1 Xi gP(XZ);)
MM (1—m)w 1 0 7 (1-m) 1
MM (1-m)(1-7) O 1 2(l-n) |
Total 1 2 m (I\T)
Total 1

Generalizando...

A probabilidade de x insetos morrerem e, portanto, n — x insetos
permanecerem vivos, nesta sequéncia,

MM,....M,M,M,....M

e Ve

X n—x
é dada por:
(1 — )" %,
Outras sequéncias podem ocorrer com a mesma probabilidade, tais como:

MM M....M, M MM, ....M ou M,MM... MMMM,.. .. M.

Existem
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Generalizando. ..

Logo,

parax =0,1,2,...,n.

Observacoes:

@ a denominacao binomial decorre do fato de os coeficientes
- X

serem exatamente os coeficientes do desenvolvimento binomial dos
termos (a + b)";

@ o cdlculo dos coeficientes, para n e x grandes, é dificil de ser realizado.
Notacao: X ~ B(n; 7).

Pressuposicoes:
@ Existem n repeticOes ou provas idénticas do experimento;
@ S6 ha dois tipos de resultados possiveis em cada repeticao;

@ As probabilidades 7 de sucesso e (1 — 7) de fracasso permanecem
constantes em todas as repeticdes;

@ Os resultados das repeticdes sao independentes uns dos outros.

n

P(X =x) = ( N )'nx(l—w)”_x, parax=0,1,2,...,n.

Média
1x = E(X) = nm.

Variancia

o% = Var(X) = nn(1 — 7)
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Exercicio: Seja X a varidvel aleatéria niimero de plantas com mutagdo em um total de
n plantas irradiadas e p = 0,0001 a probabilidade de uma planta irradiada apresentar
mutacdo. Calcular:

(a) a probabilidade de ndo aparecer plantas com mutagcdo em um total de 1000 plantas
irradiadas;

(b) a probabilidade de aparecer ao menos uma planta com mutacdo em 1000 plantas
irradiadas;

(c) a probabilidade de n3o aparecer planta com mutagdo em 2000 plantas irradiadas;

(d) a probabilidade de aparecer pelo menos duas plantas com mutacdo em 2000 plantas
irradiadas:

(e) o nimero médio esperado de plantas com mutacdo em 2000 plantas irradiadas;

(f) a varidncia esperada do nidmero de plantas com mutagdo em 2000 plantas

irradiadas; )(: M@m N n
?‘{J:&/ml PX=x) = (X

/Ob/ =210, L/fﬂr%/&
=0/ = J&b@/ , 0, MW: ) 04,
P(x=0/ T qaoe{". (Q%%) 090fs]

é/ 1=100 Ao

P(x;/.l/ = - T(x<l)= (—P(x=9/ =1 -090480 Pz

AHl)- a%is)

) (1 — 7)™~

fC;(;ob/:- | -ﬂ)@oz,/ =/~ ff[)(:a/ ~/()(:1/
=1 q8I8%- 038 = pii5
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=1 48187 033 = 20/75

Plx<l)- 2000 . gooolt [ ,0999)"" — 016 36
(x ) 7, T (999%) /

o) g

t) ely) ¢ pmom b () - 0 = 0. YL =
&Y= ju=0d )y

é/ fan 6(/7 \/mdf/: %F(lﬁ’/f L)  GabL 69999
Vi (1 1118,

Distribuicao de Poisson

A distribuicdo de Poisson

é largamente utilizada quando desejamos contar nlimero de ocorréncias de
um evento de interesse, por unidade de tempo, comprimento, drea ou
volume. A unidade de medida deve ser estabelecida de tal modo que o
valor esperado das contagens seja baixo (inferior a 10).

Exemplos:
@ nlimero de individuos por quadrante de 1 m?;

@ numero de coldnias de bactérias por 0,01 mm? de uma dada cultura,
observado em uma plaqueta de laboratério;

@ numero de defeitos em 1000 m de tecido;
@ numero de acidentes em uma esquina movimentada e bem sinalizada,
por dia;
@ numero de particulas radioativas emitidas numa unidade de tempo: e
nimero de micronticleos/1000 células.
Importante: Estudo de dindmica de populagcdes e de entomologia.

230

A
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Importante: Estudo de dinamica de populacoes e de entomologia.

31t

&
Fun¢ao de probabilidades 2

A funcao de probabilidades de uma varidvel aleatéria X com distribuicao
de Poisson com parametro A\ é dada por:

CEE IR

em que A € igual ao nimero de ocorréncias do evento de interesse por

unidade de tempo, distancia, area, .. o
Il L IS v

Notacao: X w{()\j m% ;L
' =

\’ .
Média %

A esperanca de uma varidvel aleatéria X com distribuicao de Poisson com
parametro A\ é dada por:

N — E(X) =

Variancia
A variancia de uma variavel aleatdria X com distribuicao de Poisson com
parametro A\ é dada por:

ox = Var(X) =\

Exemplo: A emissao de particulas radioativas tem sido modelada por
meio de uma distribuigao de Poisson, com o valor do parametro
dependendo da fonte utilizada. Suponha que o niimero de particulas alfa,
emitidas por minuto, seja uma varidvel aleatdria seguindo o modelo de
Poisson com parametro 5, isto é, a taxa média de ocorréncia é de 5
emissoes a cada minuto. Calcule a probabilidade de haver mais de duas
emissoes em um minuto.

Xu Py A=5 omidly o

P(* 22/ = 4 ~FAlxc/ P (X<
= { P /r=0)~Clx=1) = FLr=r/Fli=
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"\ 77 CrAasy e 4
= d—Flx-0/~F(x=t) =110/l

= - Qe - G337
= 095%
x>/~ 959%

e

/’()(=O/: e .6 _oug?
af

Ax-t)- 2.5 - Qos37

Exemplo: Sabe-se que numa certa rede de computadores ocorre em média
uma queda por semana. Um pesquisador deseja realizar um trabalho
envolvendo simulacdo em que sao necessarios 2 dias consecutivos sem
haver queda na rede. Supondo o modelo de Poisson, calcular a

robabilidade dele nao conseguir realizar a simulacao. ew)‘)\}
. | PO L Fe) =0/ = 2" (m) 0515
1 aom:} pla=t) = g:’?? [ ) 0 9%
2 L/

. op =)= s (0N

’V@Z’m/ 1,00046/ g (-3 6% 0 0/0')2/@

Definir a variavel de interesse: X = namero de quedas em dois dias

Definir a probabilidade de interesse: /7//(_, Q/

P(nao conseguir realizar a Slmulagao) P(X >0) "l g(l '{C
= 1-¢(x=0

/W/7W A=y ;L~@,¥5t§
= )65,
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A —— 2dw T

= () 485
M, @odgro. i’
(&Kdof/’@ %/QD [ Q/Jﬂ)x@%})/‘oﬁ - OMX\%

Aproximacao da distribuicao binomial pela
distribuicao de Poisson
A distribuicdo de Poisson, P(\), com A\ = nm é uma boa aproximagao a

distribuicdo binomial B(n, ), quando 7 for pequeno e n for bastante
grande, tal que nm < 10.

Exemplo: Seja X a varidvel nimero de plantas com mutagao em um total de n plantas
irradiadas e m = 0,0001 a probabilidade de uma planta irradiada apresentar mutac3o.
Calcular, usando a distribuicdo de Poisson como uma aproximacgdo a binomial:

(a) a probabilidade de ndo aparecer planta com mutag¢do em 1000 plantas irradiadas;

(b) a probabilidade ?e ecer ao menos uma planta com mutacdo em 1000 plantas

irradiadas; —0lx=0/= Q095
(c) a probabilidade de ndo aparecer plantas com mutacdo em 2000 irradiadas; &:0/¢ 0,5/8?

(d) a probabilidade de aparecer ao menos duas plantas com mutagdo em 2000 plantas

irradiadas; F(}(? OZ/ 00/7Q
(e) o nimero médio esperado de plantas com mutacdo em 2000 plantas irradiadas; C[}(/ 002) =)

(f) firr\;e:jrllaa;;:;a esperada do nimero de plantas com mutagdo em 2000 plantas \/m )(/ Q.,L 7
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