ORDENS

I. Definigoes basicas:

1. Dizemos que uma relagdo R em A é uma rela¢io de ordem ou que é uma ordem (parcial)
em A se R é reflexiva, antissimétrica (ou seja, se xRy e yRx, entdo x = y, para todo z,y € A)
e transitiva. Neste caso, (A, R) é chamado de conjunto ordenado. Geralmente denotamos
ordens por <.

2. R é uma ordem estrita se R é assimétrica (ou seja se aRb implica ndo acontece bRa) e
transitiva (e geralmente a denotaremos por <).

3. Sejam a,b € A e < uma ordem em A. Dizemos que a e b sdo compardveis (na ordem <
sea < boub<a. Seaebnaosao comparaveis, dizemos que sao incompardveis .

4. Uma ordem < (ou <) em A é dita linear ou total se quaisquer dois elementos de A sdo
comparéveis. Neste caso, (A4, <) é chamado de conjunto linearmente ordenado .

5. Seja < uma ordem em A e B C A.

(i) Dizemos que b € B é o menor elemento (ou minimo) de B na ordem < se b < z para
todo x € B e que b é um elemento minimal de B na ordem < se nao existe x € B tal que
r < bex #b. Deforma andloga (s6 invertendo as desigualdades), definimos maior elemento
(ou mdzimo) de B e elemento mazimal de B.

(ii) Dizemos que a € A é um limitante (ou cota) inferior de B se a < x para todo = € B
e que a € A é o infimo de B (denotado por infB) se a é o maior elemento do conjunto dos
limitantes inferiores de B. De forma andloga pode-se definir limitante (ou cota) superior de
B e supremo de B (denotado por supB).

II. Exercicios :

1. Mostre que as seguintes relacoes sao exemplos de ordens parciais: C (em P(x), X um
conjunto qualquer), n|m (em N\ {0}) e id4 (em um conjunto A).

2. Dé exemplos de elementos comparaveis e incomparaveis nas ordens do exercicio 1. Quais
delas sao totais?

3. (a) Seja R uma ordem em A. Mostre que a relagao S definida em A por aSb se e s6 se
aRb e a # b é uma ordem estrita em A.

(b) Seja S uma ordem estrita em A. Mostre que a relagdo R definida em A por aRb se e
sO se aSb ou a = b é uma ordem em A.

4. Sejam R uma ordem parcial em A e B C A. Mostre que RN B? é uma ordem parcial em
B.

5. Mostre que se R é uma relacao de ordem em um conjunto A, entdo R~! também é.
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6. Considere (P(N), C). Ache o maior elemento, o menor elemento, elementos maximais e
minimais (se existirem) de B quando:

(a) B = {{1}7 {3}7 {17 2, 3}’ {8}’ {17 2,3,8, 17}} (b) B = P(N)

(¢) B=PMN)\{0} (d) B=P(N)\{N},

7. Considere N\ 0 com a ordem n < m se e somente se n|m.

(a) N'\ 0 tem menor elemento? Tem maior elemento? Quais sdo os elementos maximais e
minimais (se existirem)?

(b) Responda as mesmas perguntas para N\ {0, 1}.

8. Seja A =P(X), onde X é um conjunto ndo vazio, com a ordem da inclusio, ou seja, C.
Mostre que para todo S C A, S # (), temos:

(a) supS=JS e

(b) infS = S.

No proximo exercicio voceés usarao varios dos conceitos vistos até agora:

9. SejaP € P(N)\{0} definida por P = {A, : n € N}, onde A, = {X € P(N) : minX =n}.

(a) Mostre que P é uma particao de P(N) \ {0}.

(b) Ache a relagao de equivaléncia Ep correspondente. Quem é o conjunto quociente
P(N)/Ep?

(c) Defina f : P — N por f([X]g,) = minX (escreveremos simplesmente [X] no lugar
de [X]g,). Mostre que f estd bem definida, ou seja, que de fato é uma funcao.

(d) Mostre que f é sobrejetora e injetora.

(e) Ache f[A] onde A = {[N], [{3,8}],[{5}]} e f~![B] onde B ={0,1,3}.

(f) Defina em P(N)/Ep a ordem [X] < [Y] se e somente se minX < minY (onde < é a
ordem usual em N). Mostre que < estd bem definida, ou seja, que nao depende da escolha
dos representantes e que de fato é uma ordem em P(N)/Ep. Essa ordem ¢ total? Quem sao
os maiores e menores elementos (se existirem)?



