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Aula 15

Seja f(x, y) diferencidvel no aberto A e seja

B ={(x,y) € Ajg(x,y) =0}

onde g é uma funcio de classe C! em A e Vg(x,y) # (0,0) em
B. Vamos estudar o problema de encontrar extremos de f em B.
Suponha que a curva g(x,y) = 0 seja dada na forma paramétrica
por y(t) = (x(t),y(t)) tal que y’(t) # 0. Sobre esta curva a
funcdo f é dada por @(t) = f(x(t),y(t)). Assim para
determinarmos os extremos de f sobre B basta encontrarmos os
extremos de . Sabemos que os extremos da @, caso exista, deve
ocorrer em ty tal que @’(tp) = 0. Mas pela regra da cadeia temos
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@'(t) = VF(y(t).y'(t)
Agora, substituindo t = tg e pondo Py = (x(tp), y(to)) obtemos

Vf(Po).y'(to) =0

ou seja, Y/(tg) deve ser ortogonal a Vf(Py). Por outro lado, Vf é
ortogonal as curvas de nivel de f. Ent3o, em Py, as curvas de nivel
g(x,y)=0e f(x,y) = f(xo, vo) devem ser tangentes e, portanto,
VF(Py) =AVg(Py) para algum Ag.
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Teorema
Seja f(x, y) diferencidvel no aberto A e seja

B:{(X,Y) EA) g(X,Y) :O}

onde g é de classe C* em A, e Vg(x,y) # (0,0), para todo
(x,y) € B. Uma condicdo necessaria para (xg, yo) € B seja
extremante local de f em B € que exista Ag tal que

Vf(x0, ¥0) = Ao Vg(x0, ¥0)
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Exemplo

Encontre o ponto sobre o ramo da hipérbole xy =1, x > 0 mais
préximo & origem (0, 0)

solucao:

A funcdo a ser minimizada é d(x,y) = /x2 + y? sujeito a
condi¢do g(x,y) =0 onde g(x,y) = xy — 1.

Notemos que se (x,y) é um ponto que satisfaz g(x,y) =0¢e
minimiza d, ent3o este mesmo ponto minimizard a funcio f = d?
e, reciprocamente.

Deste modo, temos que encontrar um minimo de f(x,y) = x>+ y
sujeita a condi¢do g(x,y) =xy—1=0

2
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Pelo Teorema de multiplicadores de Lagrange, tal ponto deve
satisfazer para algum A

{ Vf(x))/) = )\Vg(x>)/)
glx,y)=0

o que é equivalente a

2x = Ay
2y = Ax
xy=1, x>0

Temos da primeira e da segunda equacdo que 2x = }‘2—2x que
implica 4 = A2, ou seja, A = +2.
Substituindo A = 2 no sistema anterior temos y = x e xy =1 o
que implica que (x,y) = (1,1) € soluc3o do sistema.
Substituindo A = —2 no sistema anterior temos y = —x e xy = 1,
que implica —x? =1 que é absurdo.
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Portanto (1,1) € a tnica solugdo do sistema.
Mostremos que (1,1) é minimo de f.
De fato, se xy =1e x>0

1
f(X>)/)_f(1,1):X2—|—y2—2:x2+72_2
X

_x4—2X2+1 B (x> —1)?

>0
X2 X2 -

isto ¢, f(x,y) > f(1,1) = 2 para todo (x,y) no ramo da hiperbole
xy =1 e x > 0. Note que a distdncia minima é

d(1,1) = /f(1,1) = V2.
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Exemplo

Estude com relacGo a mdximos e minimos a funcdo f(x,y) = x+y
com restricio x> + y? = 1.

solucdo: Seja g(x,y) = x>+ y2. Temos que

Vg(x,y) = (2x,2y) # (0,0) em x? + y? = 1. Pelo teorema de
multiplicadores de Lagrange os candidatos a extremos tem que
satisfazer

{ Vf(x,y) =AVg(x,y)
glx,y) =0
o que é equivalente
1=2Ax

1=2Ay
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Da primeira e segunda equagao vem que x = y, substituindo na
terceira equacio obtemos 2x° = 1, ou seja, x = j:ﬁ Portanto os
candidatos a extremos de f sdo os pontos ( 5y 5 ) (—?,—?)
Temosquef 2, 2 =2 > f(— 2 ‘[) —V2.

Deste modo como o COﬂJUﬂtO dos pontos (x,y) que satisfaz

x? 4 y? =1 é compacto, vem que (4, ?) é ponto de mdximo e

(—i —i) é ponto de minimo de f em x% + y? = 1.
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