Lista 2 — Algebra Linear (LOB 1037) - Profa. Paula

1) A seguir, s3o definidas no conjunto R? = {(x,¥y); x,y € R} duas operagdes: A e M. Para
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cada caso, verifique se o conjunto é um espaco vetorial. Se a resposta for afirmativa, prove
que sdo satisfeitas todas as propriedades de adi¢do (-A) e multiplicacdo por escalar (M). Se
a resposta for negativa, indique qual (is) propriedade(s) ndo é (sdo) valida(s).

a) A:(x1,y1) + (x2,¥2) = (1 + x2,y1 +¥2)
M:a(x,y) = (ax,y)

b) A: (x1,¥1) + (x2,¥2) = (X1 — X2, Y1 — ¥2)
M:a(x,y) = (—ax,— ay)

c) A:(x1,y1) + (x2,¥2) = Byy + 3y2,—x1 — x3)
M:a(x,y) = Bax,— ay)

Considere M (n, n) o espaco vetorial das matrizes quadradas de ordem n com coeficientes
reais, de acordo com as operac¢des de soma e produto por escalar. Quais dos seguintes
subconjuntos sdo subespacos vetoriais de M(n,n)? Se for SEV, prove; caso contrario,
justifique.

a) S é o subconjunto das matrizes ndo inversiveis: S = {A € M; 2 A1}

b) S é o subconjunto das matrizes que comutam com uma matriz fixa (constante) C,
CeM: S={A€eM; AC = CA}.

c) S é o subconjunto das matrizes antissimétricas: S = {4 € M; AT = —A}.

d) S ={A € M; A é uma matriz diagonal}.

Considere P(x) o espago vetorial dos polindmios com coeficientes constantes na variavel x,
de acordo com as operagBes usuais. Quais dos seguintes subconjuntos sdo subespagos
vetoriais de P(x)? Se for SEV, prove; caso contrario, justifique:

a) S ={pk) € P(x); grau P(x) < n}
b) S = {p(x) € P(x); grau P(x) > n}
c) O conjunto de todos os polinémios que tem TT como raiz: S = {p(x) € P(x); p(1r) = 0}

4) Sejam E = {(2x,x); x e R}e F = {(x,y) € R?}. E é em SEV do R?? F é um SEV do R??

5) Seja Sy = {(x,y,2z) € R3; x + y + z = k}, em que k € R é fixo. Para quais valores de k, S

é um subespaco vetorial do R3? Qual a interpretacdo geométrica da resposta?

6) Determine os subespacos gerados pelos conjuntos a seguir. Verifique quais conjuntos sdo

linearmente independentes e quais sdo linearmente dependentes.

a) E ={(1,1,1),(0,1,0),(1,0,1)} € R
b) E = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,1)} € R3
c) E={1,x,x%} € P,(x)



d E={x?—-1,x+1,x>—x,x?+x} € Py(x)

e) E = {sen x,sen 2x,sen 3x} € C (—o0, ) (EV das fungdes continuas de uma variavel)
f) E = {cos x, cos 2x, cos 3x} € C (—o0, )

g) E = {sen x,sen 2x, cos x, cos 2x} € C (—0, o)

7) Seja S o subespago gerado pelo conjunto B = {(1,1,0,0,1),(1,1,0,1,1),(0,1,1,1,1),
(2,1,—1,0,1)} no R5. B é um conjunto LI do R°?

8) Seja S o subespaco gerado pelo conjunto B = {x3, x3 —x2, x3 +x2, x3 —1}emP;(x).B
é um conjunto LI de P;(x)? Encontre um subconjunto E C B, LI, tal que S = G(E).

9) Seja S o subespaco gerado pelo conjunto B = {((1) 8), (8 (1)), ((1) (1))} em M(2,2). B é um
conjunto LI de M(2,2)? Determine S.

10) O conjunto B = {x3 + x,x? + 1} é LI em P5(x)? Se sim, B é uma base de P;(x)? Qual é o
subespaco gerado por B?

11) Determine se o vetor p(x) = 4x3 — 2x? + x — 3 € P3(x) também pertence ao subespaco
gerado pelos vetores B = {1 —x, 1—x2, 1—x3}. Se sim, escreva p(x) como CL dos
vetores B. B é uma base de P;(x)?

12) Seja (a,b) um vetor em R?. Determine as coordenadas de (a,b) nas bases a seguir.
Represente graficamente os vetores obtidos.

a) By = {(1,0),(0,1)}
b) B = {(1,0),(0,2)}
¢ B; = {(1,1),(=1,2)}

13) Determine a dimensdo do subespaco do R dado por

{(x,y,2) ER® /x+2y+2z=0, x+y+22=0, 2x +y +z = 0}
14) Determine uma base para cada um dos subespacos a seguir:

a) Matrizes simétricas de ordem 3.
b) Matrizes antissimétricas de ordem 3.

15) Prove que os vetores {1, x — 1, (x — 1)?} formam uma base do P,(x) e encontre as
coordenadas do vetor 2x2 — 5x + 6 nessa base.

16) Das fungdes a seguir, determine quais sdo transformacgoes lineares e quais ndo. Se for, prove;
se ndo for, justifique.

a) T:R* - R%,T(x,y) = (1+x,y)
b) T:R? -» R?,T(x,y) = (x%)
o) :R® - R, T(x,y,2) =(x+y+z+1)



d) T:R? - R3,T(x,y) = (xy,,%)
e) T:R » R?,T(x) =(1,-1)

17) Determine a TL T:R3> > R? tal que T(1,—1,0) = (1,1), T(0,1,1) = (2,2) e
T(0,0,1) = (3,3).Encontre T (1,0,0) e T(0,1,0).

18) Seja T:R3> > R? uma TL definida por T (1,1,1) = (1,2), T(1,0,0) = (3,4) e
T(1,1,0) = (2,3).

a) Determine T(x,y, z).
b) Determine vy, 7, € R3tal que T(v;) = (—3,-2) e T(v, ) = (0,0).

19) Determinea TL T: Py(x) = P,(x)talque T(1) = x; T(x) = —x? + 1; T(x?) = 2x% + x.

20) Abaixo sdo apresentadas TLs. Determine, para cada uma, o ntcleo e aimagem. T é injetora?
T é sobrejetora? Justifique.

a) T:R? - R3,T (x,y) = (x + v,x,2y).
b) T:R3 > R, T (x,y,2) =(x + 2y —2z2x—y + z).
c) T: Pi(t) > R3, T (at + b) = (a,2a,a — b).

d) T:M22) > R, T (|2 Z]) = (a—b,a+b).

21)SejaaTL T:R%? - R3, tal que T(—2,3) = (—1,0,1) e T(1,-2) = (0,—1,0).

a) Determine T(x,y).
b) Determine N(T) e Im(T).
c) T éinjetora? T é sobrejetora?

22) Seja T:R*-> R3 , a TL tal que T(e)=(1,-2,1), T(e;)=(-10,-1) ,
T(e;)=(0,—1,2)eT(e;) = (1,—3,1), sendo {e7, €, €3, €4} a base candnica do R*.

a) Determine N(T) e Im (T).
b) Determine bases para o nucleo e a imagem.
c) Verifique o Teorema da Dimensdo.

Nos Exercicios (23) a (25), verifique se T(*) € um isomorfismo. Em caso negativo, justifique.

23)T:R? - R%,T(x,y) = (x — 2y,7).

24)T:R3 - R%,T(x,y,2) = (x,x — v,y — 2,2).

25)T:R3 > R, T(x,y,z) =x+y +z.

Nos Exercicios (26) a (28), se possivel, determine o isomorfismo inverso T~ 1(+).
26)T:R3 - R3,T(x,y,2z) = (x — 3y — 2z,y — 4z, 2).

27)T:R® > R3,T(x,y,2) = (x,x —y,2x —y — 2).



28)T:R3 - P,(x),T(a,b,c) = (a—b) + (c —a)x + (b + c)x2.

29) Determine um isomorfismo T'(x,y) entre o espaco vetorial R? e o subespaco do R3 dado
porS = {(x,y,z) € R3;z=0}.

30) Determine um isomorfismo T'(x,y) entre o espaco vetorial R? e o subespago do R3 dado
porS = {(x,y,2z) E R%x —y+ 2z =0}.

31) Os pontos A(2,—1) e B(—1,4) sdo vértices consecutivos de um quadrado. Utilizando o
conceito de matriz de rotacgao, justifique quantos vértices podem ser determinados a partir
de A e B. Calcule-os.

32) Determine a matriz do OL de R? em R? que representa: (1) uma rotacdo de g em sentido

. (. ~ o 1 . ~ .
anti-horario; (2) uma contragdo na diregao Oy de fator 7e (3) inversdo dos sentidos.



RESPOSTAS

1)

2)

3)

4)
5)
6)

7)
*g)
9)

a) Nao é EV, pois falha o axioma M2.

b) Ndo é EV, pois falham os axiomas A1, A2, A3, M2, M3 e M4.
c) Ndo é EV, pois falham os axiomas Al, A3, M1, M2, M3 e M4.
a) E SEV.

b) E SEV.

c) E SEV.

d) E SEV.

a) E SEV.

b) N3o é SEV.

c) E SEV.

E e F sdo SEVs.

k = 0. Plano que passa pela origem.

a) LD.

b) LI.

c) Ll

d) LD.

e) Ll

B éLD.

B éLD.

Béu.sz{a b

: C] € M(22); a,b,c €R}.

*10) B é LI. Ndo é base.

11)

p(x) €S;S =G(B) ep(x) = —1p; + 2p, — 4p5. B ndo é base de P3(x), (dim(V) < n,
n ...n2 elementos de B).

*13) dim(S) = 1.

15) Coordenadas:a =3; b =—1; c = 2.
16) (a)... (e) Ndo é TL.
17) T(x,v,z) = (—y + 3z,—y + 3z); T(1,0,0) = (0,0); T(0,1,0) = (—1,—1).
18) a)T(x,y,z) = Bx—y—2z,4x—y —2z).
b) vy = (1,¥1,6 — y1); V2 = (0,¥2,—¥2).
19) T(ao + a;x + ayx?) = (ay) + (ap + az)x + 2a, — a;)x2.
20) a) N(T) = {0}, dim(N(T)) = 0; Im(T) = {(a, b, ¢) € R3;2a — 2b — ¢ = 0}, dim(Im(T)) = 2.
b) N(T) = {x(1,-3,5); x € R}, dim(N(T)) = 1; Im(T) = R?, dim(Im(T)) = 2.
¢) N(T) = {0}, dim(N(T)) = 0; Im(T) = {(x, 2x,2); x, z € R}, dim(Im(T)) = 2.
AN ={[0 O]ic.d e R}, dim(N(T) = 2 1m(T) = R?, dim(Im(T) = 2
22) a)N() ={t(-2,-1,01);t e R}; Im(T) = R,
b) B; = {(—6,—-2,0,4)} é base de N(T); B, = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} é base de Im(T).
23) Sim.

24) N3o; ndo é sobrejetora.

25) Ndo; ndo é injetora.

26) T (x,y,2z) = (x + 3y + 14z,y + 4z, z).

29T Y (x,y,2) = (x,x —y,x +y — 2).

28) T~ (ay + a;x + a,x?) = %(ao —ay +ay,—(ag + a; — ay),aq + a; + ay).
29)T(x,y) = (x,y,0)

30) T(x,y) = (x — 2y,x,y), para a base candnica do R2.

31) 4 vértices possiveis, se a rotagdo forde 8 = + g emtornode Aouf = + g em torno de B:

C1(=6,1); D1(—3,—4) e C;(7,2); D, (4,7).
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32) [T]y—2-3 = [_l 0]-
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