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1. Produto Interno

¢ Soma vetorial e multiplicacao de um vetor por um escalar =»
conceitos estendidos a espacos vetoriais abstratos (R", matrizes,

polindbmios, fun¢des continuas, entre outros).

¢ Os concelitos de produto interno, norma, ortogonalidade e projecao
também podem ser estudados no contexto desses espacos

vetorialis.

2 LOB1037



%,

DEFINICAO:

Seja V um espaco vetorial real. Um produto interno em V' é uma funcao,
que a cada par ordenado de vetores 1, v € V associa um escalar, denotado

por (1, V), e que satisfaz as seguintes propriedades:

1) Simetria: (u,v) = (v,u),vu,v € V.

3) Distributividade: (u + w, V) = (U, v) + (W, V),V U, v,w € V.

4) Homogeneidade: {au, v) = a{u,v),Vu,v € V,a € R.
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Utilizando as propriedades (1), (3) e (4), tem-se:

Assim, o produto interno em um EV real é uma transformacéo linear nas
duas variaveis ou transformacao bilinear.

Um espaco vetorial V real em que se define um produto interno, denotado

por (V,(-,-)), € também conhecido como Espaco Vetorial Euclidiano.
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EXEMPLOS W

1) Seja B ={e{,--,e,} a base canbnica do R™: todo vetor v = (vy,...,v,) € R"

%1

: ] € M(n,1), pois os EVs séo
vn

pode ser associado a uma matriz coluna V =

isomorfos.

=» Produto interno usual do R™, (:,-), também denominado produto interno
Euclidiano (ou produto escalar), pode ser escrito como:

(ﬁ,ﬁ)): uivi=VTU=VTIU,Vﬁ,17EIR2"

R

=1

em que I € M(n,n) € a matriz identidade.
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3)

4)

33

Considere 0 EV real C([a, b]) das funcdes continuas f: [a, b] = R. O produto interno usual
é definido da seguinte forma:

b

(. g) = j £ g(x)dx, vf, g €C([a, b])

a

No EV real M (n,n) das matrizes quadradas de ordem n, o produto interno usual é definido
da seqguinte forma:

(A,B) =tr(BTA),V A,B € M(n,n)

Dada uma matriz A € M(n,n), o OL T, esta associado a matriz A e é definido como:
y = T4(%),V X € V (ou, na forma matricial: Y = AX).

=» Considere V = R" com produto interno usual. Se A é uma matriz simétrica, entdo:

(TA()?)J }_})> — (f, TA(?)),V.?_C),_’)_} € Rn
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2. Norma

DEFINICAO:

Seja V um espaco vetorial real com produto interno. Uma norma em V € uma
funcdo ||-]| que, a todo elemento ¥ € V associa um nimero real [|7||, ndo-negativo,
definido como:

171l = V{(v, V)
Observacoes:

1) Se||v|| = 1, o vetor v é dito unitario =» nesse caso, v esta normalizado.

—

2) Todo vetor ¥, ndo-nulo, pode ser normalizado = u = =

3) Se® = (x,y,z) € V(= R®) = produto interno usual = ||3|| = /x2 + y2 + z2.
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EXEMPLO

Considere V = R3 um EV com o produto interno:
(V1,V2) = 3x1Xx; + 21y, + 212,

tal que v; = (x1,v1,21) €V, = (x2,¥,,2,). Dado w = (—2,1,2) € R3, calcule a norma

de w e 0 normalize (caso necessario), segundo:

a) O produto interno acima definido;
b) O produto interno usual;

c) A quais conclusodes levam os resultados obtidos?
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Propriedades da Norma

Seja V um EV real com produto interno. Para todo u, v € V, tem-se:
|. Desigualdade de Cauchy-Schwarz: |(u, V)| < [|[u]ll|7]|.
Il. Desigualdade Triangular: ||u + || < ||Ju]| + ||7]].
11l Continuidade da Norma: |||zl — [|17]l] < Il — II]l.

V. Identidades Polares: ||u + v||? — ||u — ¥||? = 4(u, V).
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EXERCICIOS

Em cada um dos casos abaixo, mostre que (-,-) define um produto interno no espaco vetorial V dado:

(U, V) = 2x1X3 — X1y — X1 + 2y1¥2, c0M U = (x1,y1 ),V = (X2,¥,) €V = R?,

U, By = 222
)

Y1Y2
a? + b2 '’

comu = (x1,y1),¥ = (x5,7,) EV=R?eaqa,b € Rendo nulos.
(f,9) = Xiepa;b;, com f(t) = XLy ait' e g(t) = Xio bit' €V = B(2).

Seja 0 EV real R3 com o produto interno usual. Determine a € R tal que U = (6,a,—1) e ||u]| = V41.
a==2

Considere o EV real R* com o produto interno usual. Para que valores de k € R, tem-se ||k?| = 5,
dado v = (-2,3,0,6)? k = J_rg

Sejam u e v vetores de um espaco vetorial euclidiano tais que ||7|| =1, ||u|| =1e ||[u— 7| = 2.
Determine (u, ¥). (U, vy = —1
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3. Ortogonalidade

DEFINICAO:

Seja V um espaco vetorial real com produto interno.
1) Seu,v €V tal que (i, v) = 0, entdo u e v sdo dois vetores ortogonais: 1 L v.
2) Se B c V e um subconjunto ndo vazio de V tal que, para todo par v; e v;, i # j,

de B tem-se (v;,7;) = 0, entdo B é um conjunto ortogonal de vetores.

Teorema (1):

Se B = {v4,---,v,} € um conjunto ortogonal de vetores ndo-nulos, entdo B € L1I.
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EXEMPLOS %

1) Considere o EV V = R3 com o produto interno usual.

O conjunto B = {(1,1,1), (—1,1,0), (—1,—1,2)} € R3 é ortogonal.

2) Considere 0 EV V = C(]a, b]) das funcdes continuas em R no intervalo [a, b], com o

produto interno usual.

a) f(x)=1¢e g(x)=x sdo funcdes ortogonais em relacdo ao produto interno usual de

c([—1,1]).

b) B; = {sen(x),sen(2x),...,sen(nx), ...} € B, = {1, cos(x), cos(2x), ..., cos(nx), ... }

sdo conjuntos ortogonais em relacdo ao produto interno usual de C([—m, ]).
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4.  Projecao Ortogonal
Teorema (2):

Seja VV um espaco vetorial real com produto interno. Dado v € V, v # 0, entdo a

projecao ortogonal de qualquer i em v existe e € um Gnico vetor p tal que:

1) plv

- -

2) (@-p)Lv

Entao:
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Teorema (3):

Se B = {v{,v,,--+,v,} € uma base ortogonal de V e w € V, entéo:

w = (projv—l) w) + (projv—z) W)+ e+ (projw{ w)

Observacao:

Se B = {v;,v,, -, v, } for uma base ortonormal <

((?[,7]’) =0,sei #]j
. entao:

(vi,7]) = Lsei =

w = (W, v )1 + (W, 7)0; + - + (W, 7))V
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EXERCICIOS D

Considere 0 EV V com produto interno. Calcule o angulo entre os elementos de V:
V=R* %=(1110); ¥ = (2,1,—2,1). Produto interno usual. 6 = arccos(2)

V="P(x):p=—1+5x+2x%q=2+4x—4x?.(p,q) = Xl oa;b;. 6 =arccos(")

V=M(@2,2): A= [_21 ‘3}] :B = [_43 ;] Produto interno usual. 6 = arccos(“f%

Verifique se 0s vetores a seguir sdo ortogonais em relacdo ao produto interno definido parao EV V:

V=R* u=(-46,-10,1); ¥ = (2,1,—2,9). Produto interno usual. NZo.
V=P(x):p=1—x+2x%qg=2x+x%(p,q)=X",a;b;. Sim.
. T2 1T.,_Mn1 1 . .
V=M(@2,2): A= [_1 3] ;B = [0 _1]. Produto interno usual. Sim.
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Em um EV euclidiano V. = R3 em que 1# = (a,b,c) e ¥ = (d, e, f), 0 produto interno é
definido como (i, v) = af + be + cd. B = {(1,1,1), (a,0,—1), (1, 3,1)} é uma base desse
espaco. Quais os valores de a e 8 para que B seja uma base seja ortogonal?

a=10=-2

Calcule a distancia entre o ponto P(0,2,3) e a reta r que passa pela origem e tem a direcao

do vetor ¥ = (1,2,1). 5P, r) = VA7

7
6
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S. Processo de Ortogonalizacao de s
Gram-Schmidt

¢ Aqui, sera mostrado que a partir de uma base qualquer de um EV com produto
interno, é possivel encontrar uma base ortonormal, desde que o primeiro vetor da
nova base seja combinacao linear do primeiro vetor da base antiga.

¢ Inicialmente, esse processo sera descrito para uma base B = {v;,v, } € R? ¢,
posteriormente, sera generalizado.

Sejaw; = V5.

A partir de v, encontrar um novo vetor w,, ortogonal a w; = (w,, w;) = 0.
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¢ Paratanto:

Seja w, = v, —awy, tal que a € R é escolhido de acordo com o vinculo:

(w5, wy) = 0, ou seja, (v, — awy),wy) = 0. Isso significa que a = g}i%i .
1,1

¢ Tem-se entio:
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¢ Os vetores wy; e w, sdo nao nulos (formam uma base) e podem ser normalizados =

U; = —L i =1,2 <> obtendo-se uma base ortonormal B’ = {u;,u, } ¢ RZ.

Iwill”

¢ O processo de ortogonalizacao de uma base de dois vetores pode ser generalizado
para uma base B = {vy, -+, v, }:

—

—
Wl =U1

Wy = Vp — PIO)y, Vo
- = . —_— . —
W3 = V3 — PIO)y, V3 — PO}y, V3

Logo: wy, = v, — Projy;, Vn — Projiw, Vp — *** — Proji,_, Vn

—

Normalizando: u; = l_” ,i=1,..,n=2B ={u],..,u,}
l

W
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EXEMPLO

Considere o espaco vetorial real V =R3 com produto interno e
B =1{(1,2,1),(0,3,0),(1,0,—1)} uma base ordenada de V. A partir de B,
obtenha uma base ordenada ortonormal B’ para R3, com relacdo ao

produto interno usual.
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